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ITI.A. Dreiecksmatrizen. In kanonischer Weise lassen sich lineare Glei-
chungssysteme 16sen, die durch eine Dreiecksmatrix definiert sind. Dies mo-
tiviert die Faktorisierung von Matrizen mittels Dreiecksmatrizen.

Definition II1.1. Eine Matrix L € R™*" heifst untere Dreiecksmatrix, falls
lij = 0 fiir i < j gilt. Eine Matriz U € R™" heif$t obere Dreiecksmatrix,
falls U untere Dreiecksmatriz ist. Eine Dreiecksmatriz D € R™™ heif$t
normalisiert, falls d;; =1 furi=1,2,...,n gilt.

Gleichungssysteme mit reguldrer Dreiecksmatrix lassen sich mittels soge-
nannter Riickwarts- beziehungsweise Vorwartssubstitution l6sen. Die Dia-
gonalelemente einer reguldren Dreiecksmatrix U sind wegen 0 # detU =
ULLUY - . . Upy vonrr Null verschieden.

Algorithmus ITI.2 (Riickwértssubstitution). Sei U € R™ " eine reguldire
obere Dreiecksmatriz und b € R™. Berechne x € R™ mit

n
fori=n:—-1:1; z; = <bZ — Z uija:j>/uii; end
j=it+1
Bemerkung II1.3. Im i-ten Schritt werden n—1 viele Multiplikationen und
Subtraktionen sowie eine Division durchgefihrt, so dass der Gesamtaufwand
der Rickwdrtssubstition gegeben ist durch

n n—1
Z(1+2(n—i)):n—i—QZk:n—i—(n—l)n:nQ.
i=1 k=1

Die Mengen der regularen unteren und oberen Dreiecksmatrizen bilden Grup-
pen.

Lemma III.4. Seien U,V € R™" obere Dreiecksmatrizen. Dann ist UV
eine obere Dreiecksmatriz und falls U requldr ist, so ist auch U1 eine obere
Drevecksmatrix mit Diagonaleintragen ui_il, 1=1,2,...,n.

Beweis. Siehe Ubung. O

III.B. LU-Zerlegung. Ist eine Faktorisierung A = LU einer reguldaren Ma-
trix A € R™™ in eine untere (lower) und eine obere (upper) Dreiecksmatrix
L € R™" beziehungsweise U € R"*"™ gegeben, so lasst sich das lineare
Gleichungssystem Ax = b in zwei Schritten 16sen:
(1) Lose Ly = b. (ii) Lose Uz = y.
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Es gilt dann Az = (LU)x = L(Ux) = Ly = b. Stérungen werden im
ersten Schritt mit cond(L) und im zweiten mit cond(U) verstdrkt, ins-
gesamt also mit cond(L)cond(U). Das Verfahren ist also nur stabil, falls
cond(L) cond(U) =~ cond(A) gilt. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall.

e 1 0 1

10 1 —s] und
es gilt |Alleo = |[A7 oo = 1+ € also conds(A) = (1 +¢)? ~ 1. Eine
Faktorisierung ist gegeben durch

1 0 € 1
SR R R
Es gilt || Lljoo = |IL7 Yoo = 1 + 71 sowie |Uljoo =™, U Moo =1+,
also

Beispiel II1.5. Fir A = [ } mit 0 < e < 1ist A7 = [

condoo(L) = (1+e N2 x e, conde(U) = (1 +e /e me

Definition ITI1.6. Fine Faktorisierung A = LU mit unterer Dreiecksmatriz
L € R™™ und oberer Dreiecksmatriz U € R™ ™ heifst LU-Zerlegung von A.
Sie heif$t normalisiert, falls L normalisiert ist, das heifit auf der Diagonalen
von L stehen nur Einsen.

Satz IIL.7. Fir eine requldre Matrizx A € R™ "™ sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) Es ezistiert eine eindeutig bestimmte normalisierte LU -Zerlegung von A.
(i) Alle Untermatrizen Ay, = (aij)1<ij<k € RF*¥ von A sind reguldr.

Beweis. Siehe Vorlesung. (]

Beispiele II1.8. (i) Ist A positiv definit, das heifst gilt Ax -z > 0 fir alle
z € R"\{0}, oder strikt diagonaldominant, das heifit gilt 37, . .. |ai;| <
lai;| firi=1,2,...,n, so besitzt A eine LU-Zerlegung.

(ii) Die Matriz A = [(1) (1)} besitzt keine LU -Zerlegung.

Die LU-Zerlegung einer Matrix ldsst sich sehr einfach bestimmen.

Lemma II1.9. Ist A = LU eine normalisierte LU -Zerlegung von A, so folgt

i—1 i—1
@ik = ig + O Lijtjn,  api = bt + Y Cejji.
j=1 j=1
Beweis. Siehe Vorlesung. O

Die Formeln des Lemmas lassen sich nach wu;, fiir ¢ < k beziehungweise
wegen u;; 7 0 nach f; fiir k > ¢ auflésen.

Algorithmus II1.10 (LU-Zerlegung nach Crout). Die Matriz A € R™*"
besitze eine normalisierte LU -Zerlegung. Die nicht-trivialen Eintrdge von L
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und U sind gegeben durch:

fori=1:n i—1
for k=1 :n; uj = ail — Zﬁz‘jug‘k; end
=l
fork=1i14+1:n; {; = (aki — Zﬁkjuji)/um; end
end j=1

Bemerkungen II1.11. (i) Die Berechnung von w; erfordert i — 1 Multi-
plikationen und Subtraktionen, bei der von Ly; ist zusdatzlich eine Division
erforderlich, so dass im i-ten Schritt

(n—i+1)2(i—1)+ (n—14)(2(i — 1) + 1) = (4n + 5)i — 4i* — (3n + 2)

Operationen anfallen. Durch Summation tber i = 1,2, ..., n ergibt sich der
Gesamtrechenaufwand 2n3/3 + O(n?).

(ii) Die Eintrige von A kénnen sukzessive durch die nicht-trivialen Eintrdge
von L und U tberschrieben werden, es ist also kein zusdtzlicher Speicherplatz
notwendig.

IT1.C. Cholesky-Zerlegung. Ist A € R™*" symmetrisch, so sind lediglich
n(n 4+ 1)/2 viele Eintrage von A relevant und es ist naheliegend, nach einer
Faktorisierung A = LLT mit einer unteren Dreiecksmatrix L € R"™™ zu
suchen. Notwendig dafiir ist, dass A symmetrisch und positiv semi-definit
ist, denn die Faktorisierung impliziert, dass

AT =@ =LLT = 4,
e Az =2 (LLYz =L 2) (L 2) = |L" 2|3 > 0.

Ist A oder L regulér, so folgt, dass A positiv definit sein muss. In diesem
Fall sind die Bedingungen fiir die Existenz der Cholesky-Zerlegung auch
hinreichend und implizieren deren Eindeutigkeit.

Definition II1.12. Die Matriz A € R™*" heifit positiv definit, falls fir alle
x € R"\ {0} gilt, dass 2T Az > 0. Gilt nur z" Az > 0 fiir alle z € R, so
heifst A positiv semi-definit.

Lemma II1.13. Sei A symmetrisch und positiv definit. Dann gilt det A > 0
und alle Untermatrizen A = (aij)1<ij<k sind positiv definit.

Beweis. Siche Ubung. O

Definition II1.14. Fine Foktorisierung A = LLT mit einer unteren Drei-
ecksmatriz L heifst Cholesky-Zerlegung.

Satz IIL1.15. Sei A € R™"™ symmetrisch und positiv definit. Dann existiert
eine eindeutig bestimmte untere Dreiecksmatric L € R™ ™ mit A = LL’
und bi; >0 firi=1,2,...,n.

Beweis. Siehe Vorlesung. (|
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Die Faktorisierungen lassen sich wieder durch Koeffizientenvergleich bestim-
men.
Lemma II1.16. Gilt A=LL" so folgt
a — Cirlr + Z _1£2]€kj fUTZ >k,
L VAR S 162 fiir i = k.
Beweis. Da f; = 0 fiir j > k gilt, folgt

Qi) = Z&jgk] Zel‘]gkj

und dies impliziert die Behauptung. O
Die Identitaten lassen sich nach £, und #¢;; auflosen.

Algorithmus II11.17 (LLT—Zerlegung). Sei A € R™"™ symmetrisch und
positiv definit. Die nicht-trivialen Fintrage von L sind gegeben durch:

fork—l n —
12
SS SN
k—1

fori=Fk+ 1 iy by = (aik - Zgijfkj)/fkk; end
end =t
Bemerkung IT1.18. Der Algorithmus berechnet die Cholesky-Zerlegung mit
n3/3 + O(n?) Operationen.

Beispiel I11.19. Die Matriz A = [g ﬂ ist positiv definit, falls a > 0 und

ca —b> > 0 gilt. In diesem Fall erhdilt man A = LLT mit
I all? 0
“b/a? (e —b%/a)' 2]

Die Losung eines linearen Gleichungssystems lasst sich mit Hilfe der Cholesky-
Zerlegung folgendermaflen bestimmen:

(i) Lose Ly = b. (ii) Lose L'z = y.

Um zu zeigen, dass dies einen stabilen Algorithmus definiert, verwenden wir,
dass die Spektralnorm einer Matrix M € R™*" gegeben ist durch

M]3 = o(M T M) = max{|A| : \ ist Eigenwert von M ' M}.
Ist M symmetrisch, so gilt || M|z = o(M).

Satz I11.20. Ist A € R™" symmetrisch und positiv definit, so gilt fir die
Cholesky-Zerlequng A = LLT, dass

condy(L) = condy(LT) = (condg(A))1/2.
Beweis. Siehe Vorlesung. O



