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I.A. Aufgabenstellung. Die Numerik beschéftigt sich mit der praktischen
Berechnung mathematischer Objekte wie beispielsweise

1
/ e dz, sin(20), m[g)nl] F(z), f(x)=0, Ax=0b, Ax=)\x.
0 ze€|0,

Abstrakt ldsst sich dies als Auswertung einer Abbildung formulieren.

Definition I.1. Eine mathematische Aufgabe besteht in der Auswertung
einer Funktion ¢ : X =Y bei x € X.

Dabei ist zum Beispiel ¢(x) = A~z oder ¢(x) = sin(z). Viele der oben
aufgefithrten Objekte sind nicht durch geschlossene Formeln definiert und
konnen eventuell nur approzimativ angegeben werden. Zudem stehen auf
Computern nur endlich viele sogenannte Maschinenzahlen zur Verfiigung,
so dass nicht jede reelle Zahl exakt eingegeben und elementare Rechenope-
rationen wie 1/3 nur ndherungsweise bestimmt werden kénnen. Dies fiihrt
auf Rundungsfehler. Weitere Fehlerquellen sind Modellfehler, die bei der ver-
einfachten mathematischen Beschreibung eines realen Vorgangs auftreten,
sowie Datenfehler, die durch Messungen verursacht sein kénnen. Viele die-
ser Ungenauigkeiten sind unvermeidbar und daher ist es in der Regel weder
notwendig noch sinnvoll, ein mathematisches Problem exakt zu losen. Durch
approximatives Lésen lasst sich der Rechenaufwand héufig erheblich verrin-
gern. Die Berechnung der Determinante einer Matrix A € R™ " mit dem
Laplaceschen Entwicklungssatz fithrt beispielsweise auf n! Rechenoperatio-
nen, was fiir groe Dimensionen n kaum in vertretbarer Zeit zu realisieren
ist. Haufig lasst sich jedoch mit polynomialem Aufwand zumindest appro-
ximativ eine Faktorisierung A =~ LR mit Dreiecksmatrizen L, R € R™*"
konstruieren, mit deren Hilfe sich die Determinante det A ~ det L det R mit
einem Aufwand bestimmen lasst, der mit n vergleichbar ist. Das Ldsen li-
nearer Gleichungssysteme Az = b ist damit eng verbunden. In der Praxis
wird in der Regel nicht die inverse Matrix A~! explizit bestimmt, sondern
das Gleichungssystem direkt gelost. Der Ausdruck 2 = A~'b steht daher in
der Numerik fiir die Losung des Gleichungssystems Ax = b und nicht fiir die
Multiplikation von b mit A~!. In der Vorlesung werden die folgenden fiir die
Numerik typischen Fragestellungen diskutiert:

e Berechenbarkeit von Problemen (Algorithmik)

e Einfluss von Stérungen (Stabilitét)

e Fehler zwischen berechneter und exakter Losung (Konvergenz)
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e Aufwand von Verfahren (Komplexitét)

Fin wichtiges Ziel ist es, einen guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und
Aufwand eines Verfahrens zu erreichen. Dies wird fiir folgende Probleme
untersucht:

Lineare Gleichungssysteme
Eigenwertprobleme

Interpolation von Funktionen
Integration von Funktionen
Nullstellensuche und Optimierung

1.B. Kondition und Stabilitat. Wir betrachten ein Beispiel, das die Aus-
wirkungen von Storungen auf die Losung eines Problems illustriert.

Beispiel 1.2. Fir jedes e € R\ {0} ist die eindeutige Losung des Glei-

chungssystems
1 1 2
1 1477 |2

gegeben durch x = [2,0}7—. Wir nehmen an, dass € sehr klein ist und stéren
die rechte Seite in der zweiten Komponente, das heifit wir betrachten

1 1 |~ | 2

1 1+¢e| 7 |[24¢]"
Die eindeutige Lisung ist gegeben durch ¥ = [1,1]. Obwohl die Stérung
beliebig klein ist, unterscheiden sich die Losungen x und T sehr stark.

Die Auswirkungen von Storungen auf die Losung eines Problems fiithren auf
den Begriff der Konditionierung.

Definition 1.3. Eine mathematische Aufgabe ¢(x) heifit schlecht konditio-
niert (an der Stelle ), wenn kleine Storungen der Daten grofSe relative Fehler
in der Lésung verursachen, das heifit, wenn eine Stérung T existiert mit

6() — o(2)| _ |3 — 2l
o@  ~ ol

wobei x # 0 und ¢(x) # 0 gelte. Andernfalls heifit die Aufgabe gut konditio-
niert.

Die Relation a > b bedeutet, dass a wesentlich grofler ist als b, zum Bei-
spiel a > 100b. Was als wesentlich grofler gilt, ist im Allgmeinen jedoch
problemabhéngig. Die Multiplikation zweier Zahlen ist gut konditioniert.

Satz 1.4 (Konditionierung der Multiplikation). Die Aufgabe ¢(x,y) = xy
ist gut konditioniert, in dem Sinne, dass fir x,y € R mit x,y # 0 und
folglich ¢(x,y) # 0 sowie Stérungen T,y € R die relativen Fehler

I R e I e R
lp(z,y)] " E ly|
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die Abschatzung

€p S €p t ey t+Ergy
erfillen. Sind €, und e, klein, ist demnach der relative Fehler 4 ebenfalls
klein.

Beweis. Es gilt

_ gyl @2yt -yl [Ty -y +yl N v -yl
|2yl |lzy| ] |y |y

und dies impliziert die Behauptung. O

2

Bemerkung 1.5. FEbenfalls gut konditioniert sind die Addition zweier po-
sitiver oder zweier negativer Zahlen und die Inversion von Null verschiede-
ner Zahlen. Schlecht konditioniert ist hingegen die Subtraktion nahezu gleich
grofSer Zahlen, wie unten gezeigt wird.

Die gute Konditionierung einer Aufgabe ist offensichtlich notwendig, um das
Problem numerisch sinnvoll 16sen zu kénnen, da Rundungsfehler andernfalls
grof3e Fehler verursachen konnten.

Definition I.6. Ein Verfahren oder Algorithmus zur (néherungsweisen)

Losung einer Aufgabe ¢ ist eine Abbildung gb? : X =Y, die durch die Hin-
tereinanderausfihrung elementarer, moglicherweise rundungsfehlerbehafte-
ter Rechenoperationen definiert ist, im einfachsten Fall

bd=frofs10---0f1.

Beispiel 1.7. (i) Die Aufgabe ¢(x) = a* lisst sich realisieren durch ¢ =
f o f, mit der vom Rechner bereitgestellten Multiplikation f(x) =z @ x.
(i) Die Wurzel ¢(x) = \/x einer Zahl x > 0 ist nach Heron gegeben als
Grenzwert jeder Folge zp11 = (2 + x/25)/2 mit zg > 0. Damit kann 5 als
J-malige Anwendung der Iterationsvorschrift definiert werden.

Fiir eine Aufgabe sind in der Regel verschiedene Verfahren denkbar, aber
selbst wenn die Aufgabe gut konditioniert ist, fithren nicht alle Verfahren
auf gute Ergebnisse, da sich Rundungsfehler im Laufe der Ausfithrung eines
Verfahrens unterschiedlich auswirken kénnen.

Beispiel 1.8. Die durch die Funktion

1 1 1

¢(x):;_x+1::n(x+1)

definierte Aufgabe ist fir grofle Zahlen x € R gut konditioniert, denn fir

eine Storung T = (1 4 e;)x mit einer kleinen Zahl e, erhalten wir

o (Q+en)z((l+e)z+1) —x(z+1) 2,22

¢(z) — ¢(7) = ( ) N
(1+ex)z((1+eg)z+ )z(z+1) T
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Damit folgt fir den relativen Fehler ey < 2e,, sofern x > 1 gilt. Die nume-
rische Realisierung kann tiber die Verfahren

~ 1 1 ~ 1
m@»_@)—(x+g,<m@»_@@+1»
erfolgen, wobei die Klammerung die Reihenfolge der Ausfihrung der Opera-

tionen festlege. Numerische Experimente zeigen, dass ¢1 und ¢o fiir grofie
Zahlen x stark voneinander abweichen.

Definition 1.9. Ein Algorithmus 5 heiffit instabil, wenn es eine Stérung
T von x gibt, so dass der durch Rundungsfehler und Stérungen verursachte
relative Fehler erheblich grofier ist als der nur durch die Stérung verursachte
Fehler, das heifit, falls ¢(z) # 0 und

6(3) — 6(2)| _ |6@) — 6(x)
o@ = le@]

Ein Algorithmus heifit stabil, wenn er nicht instabil ist.

Bemerkung 1.10. Notwendig fir die Stabilitat eines Algorithmus ist, dass
jeder einzelne Rechenschritt eine gut konditionierte Aufgabe ist.

Der obige Algorithmus 51 ist instabil aufgrund sogenannter Ausldschungs-
effekte, die bei der Subtraktion nahezu gleich grofler Zahlen auftreten.

Beispiel 1.11. Fiir x = 0.677354 und y = 0.677335 ist ¢p(x,y) =z —y =
0.000019 = 0.19 - 10~*. Fiir die Stérung T = (1 + e,)x mit e, = 1.0 - 10~*
folgt
o 0(Z,y) — d(z,y)| ez 0.677354-10*
©T 7 e(ey))  w—y  019-104

Die Storung von 0.01% bewirkt also einen relativen Fehler von tiber 350%.

= 3.565021

Die Subtraktion nahezu gleich grofler Zahlen ist eine schlecht konditionierte
Aufgabe.

Bemerkung 1.12. Der durch Rundung und ndherungsweises Losen verur-
sachte Fehler bei der Léosung einer Aufgabe lisst sich mittels der Konditio-
nierung der Aufgabe und der Stabilitdt des Verfahrens abschdtzen, denn es
gilt N N

[¢(z) — o(7)| < [¢(z) — o(T)] + |6(Z) — ()]
I.C. Aufwand. Neben der Stabilitit eines numerischen Verfahrens ist der
Rechenaufwand eine wichtige Grofe.

Definition 1.13. Fir eine Aufgabe ¢ : R" — R™ und ein zugehoriges Ver-
fahren ¢ : R™ — R™ st der Aufwand die Anzahl der bendtigten Rechenope-
rationen von ¢.

Eine exakte Bestimmung des Aufwands ist in der Regel nicht notwendig und

es wird die Abhangigkeit von der Problemgréfie n untersucht. Dabei ist die
sogenannte Landau-Notation hilfreich.
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Definition 1.14. Die Folge (ay)nen ist von der Ordnung der Folge (by)nen,
falls Zahlen C > 0 und N € N existieren, so dass |ayn| < C|by| fir allen > N
gilt. In diesem Fall schreiben wir a, = O(by,).

Fiir den Aufwand a,, eines Verfahrens ist interessant, ob dieser von einer
polynomialen Ordnung n? ist.

Beispiel 1.15. (i) Die Multiplikation eines Vektors x € R™ mit einer fizier-
ten Zahl a € R ist von der Ordnung O(n).

(i) Das Gaufische Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems
besitzt den Aufwand O(n?), wihrend die Cramersche Regel auf einen Auf-
wand der Ordnung O(n!) fihrt.



