VI SINGULARWERTZERLEGUNG UND PSEUDOINVERSE

S. BARTELS, 18.12.2013

VI.A. Singularwertzerlegung. Die symmetrische und positiv semi-definite
Matrix AT A € R fiir A € R™*" spielt eine wichtige Rolle im Ausgleichs-
problem. Sie ist diagonalisierbar und es existiert eine Orthonormalbasis be-
stehend aus Eigenvektoren vy, vo, ..., v, mit zugehorigen Eigenwerten

M>X > >N > ==X =0

mit 0 < p < n, wobei Eigenwerte gemafl ihrer Vielfachheit gegebenen-
falls mehrfach aufgezéhlt werden. Fir ¢ = 1,2,...,p definieren wir u; =

)\i_l/QAvi. Fir 1 <14,5 < p gilt dann
ul g = AP (A0 T (Avg) = (udg) 72T (AT Avy)
= ()Pl () = Aj(adg) T 2ol vy = 6.

Die Vektoren (ui,us, ..., up) bilden also ein Orthonormalsystem im R™, ge-
nauer eine Orthonormalbasis des Unterraums Im A. Wir ergénzen es durch
Vektoren (up41,Upt2,...,Un) zu einer Orthonormalbasis (w1, ug, ..., un)

des R™. Es gilt
ATu; = A;l/ZATAvi =\, i=1,2,...p.

(]
Aus ker ATA = ker A folgt In A = span{ui, ug, ..., up} und somit die In-
klusion {upt1, ..., U} C (Im A)+ = ker AT beziechungsweise

ATui:O, i=p+1,...,m.

Unter Verwendung von o; = )\3 / 2, i = 1,2,...,p, erhalten wir folgenden
Satz.

Satz VI.1. Sei A € R™*". Dann existieren Zahlen o1 > o9 > --- > 0, > 0
und Orthonormalbasen (u;)i=1,...m des R™ und (vj)j=1,.n des R™ mit den
Eigenschaften

Av; = oju;, ATui =ov, 1=1,2,...,p,
Aij:()’ ATUk:O, ]:p+1,,n,k:p+1,,m

Die Zahlen UZ-Q, 1=1,2,...,p, sind genau die von Null verschiedenen Eigen-
werte von AT A. Fir

U=u,...,up €R™™ V=vg,...,u,] € R"*"
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gilt U € O(m) und V € O(n) und mit

[o1 0 ... 07
_ UP 0 O mxn
2=1y 0 0 ol €R
L0 0 0 0,

folgt
P P
A=UsV =) o, AT =VRTUT = owu .
i=1 i=1
Die Faktorisierung heifst Singularwertzerlegung und im Englischen singular

value decomposition (SVD).

Beweis. Die Aussagen folgen unmittelbar aus der Konstruktion. O

VI.B. Pseudoinverse. Mit Hilfe der Singularwertzerlegung lasst sich der
Begriff der inversen Matrix auf nicht-regulére und nicht-quadratische Ma-
trizen verallgemeinern.

Definition VI.2. Ist A = USV die Singuldrwertzerlegung von A und
YT € R™™ definiert durch

(71_1 0
Tt = | e mrxm,
0’51
0o ... 0 0
so heift AT = VEtUT = P o7t € R Pseudoinverse oder

Moore—Penrose-Inverse von A.

Bemerkungen VI.3. (i) Nach Wahl der Vektoren u;, v; gilt ker AT =
ker AT und ImAT =Im AT,

(ii) Die Matriz A" ist die eindeutig bestimmte Losung in R™™™ der alge-
braischen Gleichungen

AXA=A, XAX =X, (AX)' =AX, (XA =XA.
Beispielsweise gilt wegen U'U =1, und V'V =1, dass
Ataat = wwxtuhHwsv ) vstuh) =vetestuT = vetuT = AT
Mit der Pseudoinversen ldsst sich das Ausgleichsproblem l6sen.

Satz VI.4. Der Vektor ATb ist unter allen Lésungen des Ausgleichspro-
blems diejenige mit minimaler Norm.

Beweis. Siehe Vorlesung. U
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Bemerkung VI.5. Gilt rank A = n < m, so folgt aus Atb= (AT A)"1ATbH
fiir alle b € R™, dass At = (ATA)_lAT und insbesondere AT = A1 falls

n=m.



