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Aufgabenblatt 2

Aufgabe 1 (3 Punkte)
Sei V der Vektorraum der stetigen Funktionen f : (0,∞) → R. Untersuchen Sie die folgenden
Familien von Funktionen auf lineare Abhängigkeit in V :

(a) f(x) = exp(x), g(x) = ln(x)
(b) f(x) = sin(x), g(x) = cos(x), h(x) =

√
x

(c) f(x) = sin(x), g(x) = sin(x/2) cos(x/2)

Aufgabe 2 (3 Punkte)
(a) Sei V ein Vektorraum und sei v1, . . . ,vn ∈ V eine Basis von V . Zeigen Sie, dass für alle
w ∈ V eindeutige Koeffizienten λ1, . . . , λn existieren, so dass w = λ1v1 + · · ·+ λnvn.

(b) Sei w ∈ V mit w 6= 0. Zeigen Sie, dass dann ein k ∈ {1, . . . , n} existiert, so dass
v1, . . . ,vk−1,w,vk+1, . . . ,vn ∈ V eine Basis von V ist.

(c) Seien X,Y ⊂ V Untervektorräume mit Basen x1, . . . ,xn beziehungsweise y1, . . . ,ym und
sei dim(X ∩ Y ) = 1. Zeigen Sie, dass nach Entfernung eines geeigneten Basisvektors, die
Vereinigung der beiden Basen eine Basis von X + Y ist.

Aufgabe 3 (3 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Menge aller reellen Folgen an mit

∑∞
n a2n=1 <∞ mit den Operationen

• Vektoraddition: (an, bn) 7→ an + bn
• Skalarmultiplikation: (λ, an) 7→ λan mit λ ∈ R

einen reellen Vektorraum bildet.

Aufgabe 4 (3 Punkte)
(a) Sei M ∈ Rm×n gegeben durch die Spaltenvektoren v1, . . . ,vm ∈ Rn, d.h

M =

v1,1 . . . vm,1
...

. . .
...

v1,n . . . vm,n

 .

Zeigen Sie, dass Bild(M) = Span{v1, . . . , vm} gilt.

(b) Bestimmen Sie eine Basis vom Kern und Bild der Matrizen

A =

(
−2 2
1 −1

)
, B =

2 10 0
4 −1 0
0 −5 0

 , C =

 1 1 3
−3 5 7
−6 2 −2

 .

Geben Sie jeweils den Rang der Matrizen an.
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