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1. ZIELSETZUNGEN

Unter Algorithmik versteht man die Entwicklung und Analyse von Algorith-
men, also von Computer-realisierbaren Verfahren zur systematischen Losung
einer Aufgabe. Typische Aufgaben sind das Sortieren von Listen, die Be-
stimmung der Losung eines mathematischen Problems oder die Berechnung
der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses auf Basis gegebener Daten. Bei der
Analyse eines Algorithmus sind die folgenden Kriterien relevant.

(i) Durchfiihrbarkeit: Es muss sicher gestellt werden, dass alle Schritte
wohldefiniert sind, so dass zum Beispiel keine Divisionen durch Null
auftreten.

(ii) Terminierung: Es muss gewédhrleistet sein, dass das Verfahren re-
gulér stoppt und nicht beispielsweise in eine Endlosschleife gerét.

(iii) Korrektheit: Es muss nachgewiesen werden, dass fiir alle zulissigen
Eingaben das richtige Ergebnis berechnet wird.

(iv) Effizienz: Es muss untersucht werden, ob der Algorithmus fiir realis-
tische Problemgroflen in akzeptabler Zeit terminiert.

Einige dieser Aspekte erscheinen auf den ersten Blick trivial, ihre Relevanz
zeigt sich jedoch, wenn man unterschiedliche Algorithmen betrachtet.

2. ALGORITHMUSARTEN

Die am héaufigsten autretenden Algorithmen sind dynamische, iterative und
rekursive Algorithmen.

2.1. Dynamische Algorithmen. Bei dynamischen Algorithmen wird eine
h#ufig numerierte Folge von Anweisungen sukzessive abgearbeitet, was meist
in Form einer for-Schleife realisiert wird. Beispiele sind die Berechnung einer
Summe und die Suche eines Elements in einer Liste.

2.2. Tterative Algorithmen. Bei iterativen Algorithmen wird eine Re-
chenvorschrift, die auch Fallunterscheidungen enthalten darf, wiederholt auf
einen Datensatz angewendet, bis ein geeignetes Abbruchkriterium erfiillt ist.
Abstrakt lésst sich dies mit einer Abbildung T : X — X beschreiben, die
fiir einen Startwert z° € X die Iterierten (mk)kzoﬂw durch die Iterations-
vorschrift



2 S. BARTELS, 18.6.2018

definiert, bis sich die Iterierten nicht mehr stark dndern, also beispielswei-
se bis ||zFT! — 2¥|| < § fiir eine kleine Zahl § > 0 gilt. Die Termininerung
und Korrektheit lédsst sich in einigen Situationen mit dem Banachschen Fix-
punktsatz nachweisen. Ein Beispiel eines iterativen Verfahrens ist die Berech-
nung der Quadratwurzel nach Heron. Man beachte, dass hier eine Aufgabe
nur approximativ gelost wird.

2.3. Rekursive Algorithmen. Rekursive Algorithmen basieren meist auf
der Beobachtung, dass sich ein Problem einer bestimmten Grofle auf dhn-
liche Probleme kleinerer Grofle zuriickfithren und fiir eine gewisse minima-
le Problemgrofle direkt 16sen léasst. Ein Beispiel ist die Fakultétsfunktion
f(n) =n!, die die Rekursionsformel

fG)=3f0G-1)
fir j > 1 und die Rekursionsverankerung

f(0)=1

erfiillt. In diesem Fall ist die Problemgrofie das Argument n und wir fithren
die Berechnung von n! auf die Berechnung von (n —1)! zuriick. Rekursionen
zeichnen sich dadurch aus, dass Funktionen oder Routinen sich selbst aufru-
fen und entstehen auf natiirliche Weises bei induktiv definierten Objekten.
Es gibt aber Fille, die in keiner Form dem intuitiven menschlichen Handeln
entsprechen.

Beispiel 2.1 (Tiirme von Hanoi). Beim Problem der Tirme von Hanoi
soll ein der Griffe nach sortierter Stapel mit n Scheiben unterschiedlicher
Grdfie von einer Standposition A auf eine Zielposition B unter Verwendung
einer Hilfsposition C wversetzt werden. Dabei dirfen nur einzelne Scheiben
versetzt werden und sie miissen stets der Grifle nach geordnet sein. Im Fall
von drei Scheiben ist das Problem noch intuitiv l6sbar, aber schon bei vier
Scheiben miissen sehr viele Bewegungen durchgefiihrt werden. Angenommen,
wir wissen, wie man einen Stapel mit (n—1) Scheiben von einer Position auf
eine andere unter Verwendung der dritten als Hilfsposition versetzen kann.
Dann kénnen wir den Stapel mit n Scheiben als Zusammensetzung eines
Stapels mit (n — 1) Scheiben und der untersten, grofiten Scheibe betrachten
und das Problem in drei Schritten ldosen:

(1) Versetze den oberen (n — 1)-Teilstapel von A nach C.
(2) Versetze den unteren 1-Teilstapel von A nach B.
(3) Versetze den (n — 1)-Stapel von C nach B.

Das Vorgehen ist in Abbildung [1] illustriert. In diesen Schritten ist nur die
Versetzung kleinerer Stapel erforderlich. Wahrend die Versetzung eines Sta-
pels mit einer Scheibe trivial ist, ldsst sich die Versetzung von Stapeln mit
(n—1) Scheiben wieder jeweils auf zwei Versetzungen von Stapeln mit (n—2)
Scheiben und eine eines Stapels mit einer Scheibe zuriickfihren.



V ALGORITHMIK 3

ABBILDUNG 1. Losung des Problems der Tiirme von Hanoi
durch Reduktion auf kleinere Probleme derselben Art.

Im Beispiel wird eine sehr komplexe Aufgabenstellung mit einer einfachen
Rekursionsvorschrift gelost. Etwas problematisch ist dabei, dass der Auf-
wand in jedem Reduktionsschritt um einen Faktor 2 vergroflert wird, was zu
mehr als 2" Operationen fithrt. Vor diesem Hintergrund ist es h&ufig sinnvoll,
eine Rekursion zu vermeiden und durch einen dynamischen, vorwartsgerich-
teten Algorithmus zu ersetzen, was im Fall der Fakultit und der Fibonacci-
Folge nicht jedoch im Fall der Tiirme von Hanoi einfach moglich ist.

3. KOMPLEXITAT

Wir wollen die Zeit, die ein Algorithmus zur Losung eines Problems benétigt,
unabhéngig von der Art und Weise seiner praktischen Umsetzung quantifi-
zieren. Dazu untersuchen wir, wie sich der Aufwand, das heif3t die Anzahl der
benétigten Operationen wie arithmetischen Operationen oder Vergleichen,
verindert, wenn wir die Problemgrofie veréandern.

Definition 3.1. (i) Die (Problem-) Grofie einer Aufgabe ist eine charakte-
ristische Grifie des Problems wie die Anzahl der zu bearbeitenden Daten, die
Anzahl von Summanden oder der Index eines zu berechnenden Folgeglieds.
(i) Der Aufwand eines Algorithmus zur Losung einer Aufgabe der Grifle
n ist die Anzahl A(n) der erforderlichen arithmetischen Operationen und
Vergleiche.

Wir sind meist an einer oberen Schranke fiir den maximalen Aufwand inter-
essiert, das heiflit dem Aufwand fiir ein Worst-Case-Scenario.

Beispiele 3.2. (i) Das Suchen eines Elements in einer Liste mit n Elemen-
ten erfordert mazimal n Vergleiche, das heifit A(n) < n.

(it) Sind k arithmetische Operationen zur Bestimmung der Summanden s;
in der Summe S, = s1 + S2 + ... + s, erforderlich, so erhalten wir den Ge-
samtaufwand A(n) < k(n + 1). Im Fall der Gauf-Summe mit s; = j lisst
sich der Aufwand mit der Formel S, = n(n + 1)/2 auf drei Operationen
reduzieren, unabhdngig von n.

(iii) Die rekursive Berechnung des Folgeglieds f, = fn—1 + fn—2 mit In-
itialisierung fo = 0 und f1 = 1 der Fibonacci-Folge erfordert den Aufwand
A(n) = 2". FEine dynamische Realisierung hingegen nur A(n) < n.
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Um die Praktikabilitdt eines Algorithmus einordnen zu koénnen, fithren wir
gewisse Aufwandsklassen ein, die pragnant angeben, wie sich der Aufwand
vergrofert, wenn die Problemgrofle beispielsweise verdoppelt wird.

Definition 3.3. (i) Der Aufwand A(n) ist polynomiell, wenn Zahlen p,c > 0
existieren, sodass fir allemn > 1 gilt

A(n) < enP.

Im Fall p=0,1,2,3 nennen wir den Aufwand konstant, linear, quadratisch
beziehungsweise kubisch.
(i) Der Aufwand A(n) ist exponentiell, wenn Zahlen s,c > 0 existieren,
sodass fiir allm > 1 gilt

A(n) > cs™.

Mit diesen Begriffen lassen sich die erforderlichen Berechnungen von Aufga-
ben iibersichtlich einordnen.

Beispiele 3.4. (i) Das dynamische Suchen eines Elements in einer Liste
erfordert linearen Aufwand.

(ii) Die Bestimmung der Gaufi-Summe erfordert linearen Aufwand bei dy-
namischer Realisierung und konstanten Aufwand bei Verwendung der Sum-
menformel.

(iii) Die Berechnung eines Glieds der Fibonacci-Folge besitzt exponentiellen
Aufwand bei rekursiver Realisierung und linearen Aufwand bei dynamischer
Realisierung.

In der Regel erfordert die Losung einer Aufgabe der Gréfle n mindestens n
Operationen, da meist jede der n Informationen in die Berechnungen eingeht.
Ein Algorithmus mit linearem Aufwand ist daher meist optimal und die
Aufgabe kann effizient fiir eine grofle Spanne von Problemgréfien sinnvoll
vom Computer gelost werden. Bei exponentiellem Aufwand beispielsweise
mit A(n) = 2" st6B8t man sehr schnell an Grenzen des Realisierbaren, denn
schon fiir ein Problemgréfien n > 70 ergeben sich

A(n) > 102

Operationen, was selbst auf Giga-Hertz-Rechnern, die 10'° Operationen pro
Sekunde durchfithren kénnen, Schwierigkeiten verursacht, denn selbst beim
Finsatz von mehreren hundert Rechnern wiirde sich eine Rechenzeit von
mehr als einem Jahr ergeben. Auch kubischer Aufwand fithrt schnell zu
Laufzeitproblemen. In vielen Anwendungen ist ist quadratischer Aufwand
noch vertretbar, besser ist jedoch superlinearer Aufwand, der zwischen li-
nearem und quadratischem Aufwand liegt.

Bemerkungen 3.5. (i) Neben der Wahl eines Algorithmus beeinflusst auch
die konkrete Implementierung die Laufzeit eines Programms. Beispielsweise
ist der Zugriff auf die Fintrdge einer Liste abhdngig von deren technischer
Realisierung.
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(ii) Probleme, die auf Algorithmen mit exponentiellem Aufwand fihren, las-
sen sich meist der Klasse der NP-vollstdndigen Probleme zuordnen. Dazu
gehort beispielsweise das Problem des Handelsreisenden, der eine kiirzeste
Rundreise durch n Stidte sucht. Fir diese Klasse von Problemen sind bis-
her keine Losungsalgorithmen mit polynomiellem Aufwand bekannnt, es ist
jedoch auch noch nicht gelungen, deren Nichtexistenz formal nachzuweisen.

4. SORTIERVERFAHREN

Das Sortieren von Listen von Datenséitzen ist eine zentrale Aufgabe der
Datenverarbeitung. Um die wichtigsten Anséitze darzustellen, betrachten wir
eine Liste I = [ay, ag,...,a,] mit n ganzen Zahlen, die aufsteigend sortiert
werden soll.

4.1. Bubblesort. Das Bubblesort-Verfahren éhnelt dem Sortieren von Biich-
ern in einem Regal, die der Reihe nach gepriift und gegebenenfalls nach vorne
versetzt werden.

Algorithmus 4.1 (Bubblesort). Sei die Liste I = [aq,...,a,] gegeben und
setze i = 2.
(1) Gilt a; > a;—1, so gehe zu Schritt (3).
(2) Gilt a; < a;—1, so vertausche wiederholt die Elemente a;—j und a;——1
firk=0,1,..., bis a;_x > a;__1 oder k =1 — 1 gilt.
(3) Sofern i < n gilt, erhéhe i — i + 1 und fahre fort mit Schritt (1); stoppe
andernfalls.

Im é-ten Schritt des dynamischen Algorithmus fallen ein Vergleich sowie bis
zu ¢ — 2 weitere an, sofern Eintriage vertauscht werden miissen. Im schlech-
testen Fall erhalten wir also

- — nn—1) 1
< 1) = _mn—l) 2 2
A(n) < Z(z ) ZZ 5 < gn’
=2 =1
das heif3t, dass das Verfahren quadratischen Aufwand besitzt. Dies ist fiir
Listen mit bis zu n = 1000 Eintrigen akzeptabel, insbesondere da das Ver-
fahren sehr leicht zu implementieren ist.

4.2. Mergesort. Das Mergesort-Verfahren basiert auf der rekursiven Ver-
kleinerung der zu sortierenden Liste. Nach Auffiillen der Liste mit Nullen
oder sehr groflen Eintrdgen, konnen wir ohne Probleme annehmen, dass
n = 2F mit einer ganzen Zahl k gilt, sodass wir die Liste wiederholt halbie-
ren koénnen, bis wir zu einelementigen Teillisten kommen. Zur Motivation
des Verfahrens nehmen wir an, dass die linke und rechte Teilliste I f; /2 80~
wie I /2 bereits sortiert sind. Die sortierte Liste I,, erhalten wir dann durch
ein einfaches Zusammenfiigen, den sogenannten merge- Schritt, der beiden
Teillisten. Dies fithrt auf den folgenden rekursiven Algorithmus, der fiir eine
Liste I eine sortierte Liste I zuriickgibt.
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Algorithmus 4.2 (Mergesort). Aufruf: I= msort (I, k).

Fir die Linge n der Liste I gelte n = 2* fiir ein k > 0.
(1) Gilt k =0, so ist die Liste bereits sortiert, das heifit setze I = I.
(2) Gilt k>0, so setze

I = merge (msort([f;/Z, k — 1), msort(y, o, k — 1)).

Die Realisierung der Zusammenfiihrung zweier Listen der Lange m kann mit
einem dynamischen Algorithmus mit linearem Aufwand Amerge(m) = 2m
realisiert werden. Der Aufruf von msort mit einer Liste der Lénge n fiihrt
zu einem Aufruf von merge mit zwei Listen halber Linge und zwei Aufrufen
von msort mit Listen halber Linge. Insgesamt erhalten wir den Aufwand

A(n) =n+2A(n/2).
Diese Argumentation wenden wir wiederholt an und erhalten
A(n) =n+2(n/2 + 2A(n/4)) = 2n + 4A(n/4)
=2n+4(n/4+ 2A(n/8)) = 3n + 8A(n/8)
= =kn+28A(n/2%) = kn + 28 A1) = kn,

wobei wir verwendet haben, dass das Sortieren einelementiger Listen keinen
Aufwand erfordert, also A(1) = 0 gilt. Da k& = logy(n) ist, folgt

A(n) = logs(n)n.

Dies ist ein Beispiel eines superlinearen Aufwands, der sich allerdings kaum
von linearem Aufwand unterscheidet, da zum Beispiel log,(10°) < 20. Pro-
blematisch ist bei rekursiven Algorithmen oft eine effiziente Speicherverwal-
tung.

4.3. Andere Sortierverfahren. Real auftretende Datenséitze besitzen in
der Regel zusitzliche Strukturen hinsichtlich ihrer Verteilung, beispielsweise
sind die Geburtsdaten einer Personengruppe meist gleichméfig iiber einen
gewissen Zeitraum verteilt oder die Anfangsbuchstaben von Nachnamen tre-
ten mit bekannten Haufigkeiten auf. In diesem Fall kann man den Datenbe-
reich einfach unterteilen, die Eintrdge den Teilbereichen zuordnen und sich
auf das Sortieren der in der Regel erheblich kleineren Teillisten beschrianken.
Auf solchen Beobachtungen basieren die Bucketsort- und Quicksort-Ver-
fahren. Unter geeigneten Bedingungen an die Eintrége der Liste fithren sie
zu sehr effizienten Verfahren kénnen aber im schlechtesten Fall auch zu qua-
dratischem Aufwand fiihren.

5. KUNSTLICHE INTELLIGENZ

In klassischen Algorithmen werden vom Nutzer erdachte Losungsstrategien
realisiert, die meist auf einem sehr guten Versténdnis der zugrundeliegenden
Aufgabe basieren. Algorithmen der kiinstlichen Intelligenz, kurz KI, versu-
chen, auf fiir Menschen schwer iiberschaubare oder nur mit sehr hohem Auf-
wand losbare Probleme, Antworten mit vertretbarem Aufwand zu erzeugen.
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Wir folgen in diesem Abschnitt der Darstellung des Buchs Algorithmen kom-
pakt und verstindlich von M. von Rimscha (Springer, 2008) und verweisen
auf dieses Buch fiir weitere Details.

5.1. Maschinelles Lernen. Beim maschinellen Lernen wird ein menschli-
ches Entscheidungsverhalten unter Beriicksichtigung verschiedener Kriterien
beobachtet und anschliefend ausgewertet. Mit der statistischen Bewertung
der Kriterien lédsst sich dann ein Entscheidungsbaum konstruieren, der das
Entscheidungsverhalten strukturiert widergibt. Ein populéres Beispiel ist die
Freizeitgestaltung einer Person, die abhéngig von Wetter und Wochenende
sowie Verfiigbarkeit interessanter Kinofilme und Freunden eine Entscheidung
zwischen den Aktivitdten Radtour, Kino, Café, Schwimmen und zu Hause
bleiben trifft. Die beobachteten Daten fithren auf Tabelle [1} die jedoch nur
einen Auszug eines grofleren Datensatzes darstellt.

Freunde | Wetter | Kinofilm | Wochenende || Entscheidung

Ja Sonne Ja Ja Radtour
Ja Regen Nein Nein zu Hause
Nein Sonne Nein Nein Schwimmen

Nein Bedeckt Nein Nein Radtour

TABELLE 1. Entscheidungsverhalten bei Beriicksichtigung
verschiedener Kriterien.

Abhingig von der Haufigkeit des Auftretens eines Kriteriums wird seine
Relevanz quantifiziert und damit die Prioritdt im Entscheidungsbaum, der
in Abbildung [2] dargestellt ist, festgelegt.

5.2. Schwarmintelligenz. Das Konzept der Schwarmintelligenz imitiert
den in der Natur beobachteten Effekt, dass eine Gruppe einfach entscheiden-
der Individuen in ihrer Gesamtheit zu Losungen fiir komplexe Aufgabenstel-
lungen gelangen kann. Ameisen beispielsweise hinterlassen auf dem Weg von
ihrem Nest zur Nahrungsstelle Duftmarken, an denen sie sich spéter orien-
tieren. Der kiirzeste Weg ist hoher frequentiert, sodass eine grofiere Konzen-
tration der Duftstoffe auftritt, und dieser Weg sich im Laufe der Zeit als der
von den Ameisen bevorzugte durchsetzt. Dieses Populationsverhalten ldsst
sich algorithmisch beschreiben und fiithrt zu effizienten Losungsansétzen fiir
schwer handhabbare Probleme, wie dem des Handelsreisenden. Dabei wer-
den fiir einen gewissen Zeitraum virtuelle Ameisen auf Reisen zwischen den
Stéadten geschickt, die Markierungen unterschiedlicher Intensitéit hinterlas-
sen. Anschliefend werden Wege mit geringen Markierungen verworfen und
so kann h#ufig eine kurze Rundreise konstruiert werden, die in der Regel
jedoch nicht optimal ist. Abbildung [3] zeigt einen so konstruierten Weg.
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Bedeckt Sonne
Regen

M Ja Nein
Kino Radtour Schwimmen
Nn
Radtour
Nln

Club Café

ABBILDUNG 2. Aus (einer Erweiterung von) Tabelle |1| ge-
wonnener Entscheidungsbaum.

ABBILDUNG 3. Fiir einige komplexe Problemstellungen
fiihren Ameisenalgorithmen zu qualitativ hochwertigen Er-
gebnissen.

5.3. Neuronale Netze. Bei neuronalen Netzen wird die Funktionsweise
der Neuronen im menschlichen Gehirn imitiert, indem diese als Schaltzellen
mit mehreren Eingangs- und einem Ausgangssignal beschrieben werden, die
miteinander vernetzt sind. Das Ausgangssignal ergibt sich dabei als gewich-
tete Summe der Eingangssignale, wobei die Gewichte in einer Trainingsphase
zu bestimmen sind. Besonders gut eignen sich neuronale Netze zur Musterer-
kennung, das heifit, wenn beliebige Muster mit Hilfe gewisser Referenzmuster
klassifiziert werden sollen, wie in Abbildung [] schematisch dargestellt ist.
Die Bestimmung der erforderlichen Koeffizienten erfolgt in einer Trainings-
phase, in der bekannte Muster den jeweiligen Referenzmustern zugeordnet
werden.
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Eingabe-
schicht

100

Ausgabe-
schicht

ABBILDUNG 4. Musterklassifizierung mit Hilfe eines neuro-
nalen Netzes. Jedem Bildpixel und jedem Referenzmuster ist

ein Neuron zugeordnet.

O=nein

1=ja

O=nein

1=ja

O=nein

1=ja

O=nein

1=ja
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