IIT FUNKTIONSWEISE DES PROZESSORS

S. BARTELS, 28.5.2018

1. VON DER BINARZAHL ZUM TRANSISTOR

Computer arbeiten mit dem Binérsystem, das auch als Dualsystem bezeich-
net wird, und ihre Prozessoren bestehen aus vielen Transistoren. Wir disku-
tieren im Folgenden, wie arithmetische Operationen im Binérsystem durch-
gefithrt werden konnen, wie sich diese durch logische Operationen darstellen
lassen und wie sich logische Operationen mit elektrischen Schaltungen rea-
lisieren lassen.

2. BINARDARSTELLUNG NATURLICHER ZAHLEN

Jede natiirliche Zahl inklusive Null ldsst sich als Summe von Potenzen der
Zahl 2 darstellen, das heifit fiir jedes £ € Ny existieren eine natiirliche Zahl
k € N und Koeffizienten by, by, ..., b € {0,1}, so dass

C=0bp-28 4 b -2 4+ by 20

Schreibt man die Zahlen bg, b1, ...,b; hintereinander, so erhélt man die
Bindrdarstellung von £, beispielsweise

13=1-224+1-2240-2'+1-2°=1101

Das Dezimalsystem lésst sich iibrigens genau so interpretieren, wenn statt
der Basis 2 die Basis 10 verwendet wird. Jede Ziffer der Binérdarstellung
bezeichnen wir als Bit. Fixieren wir die maximale Anzahl k zuldssiger Bits,
so konnen wir natiirliche Zahlen im Bereich 0,1,...,2% — 1 darstellen. Die
Darstellung von Dezimalzahlen mit vorgegebener Anzahl m von Nachkom-
mastellen lasst sich auf die Darstellung natiirlicher Zahlen zuriickfiiren, wenn
wir alle solchen Dezimalzahlen mit 10™ multiplizieren, zur Beriicksichtigung
negativer Zahlen kénnen wir ein Bit zur Speicherung des Vorzeichens verwen-
den. Insgesamt lassen sich so arithmetische Operationen mit Dezimalzahlen
auf das Rechnen mit Binérzahlen zuriickfiithren.

3. RECHNEN IM BINARSYSTEM

Die Addition zweier Biniirzahlen erfolgt schriftlich mit Ubertrag, im Beispiel
13 + 6 ergibt sich:

1101
+ 0110
U 1100

10011
1
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Die Subtraktion wird auf die Addition zuriickgefithrt. Dazu werden Minuend
und Subtrahend durch Auffiillen mit Nullen auf gleiche Bitlinge gebracht
und das additive Inverse des Subtrahenden wie folgt gebildet. Zunéchst wer-
den alle Bits invertiert, das heifit aus 8 = 1000 wird 0111, und anschlieend
wird 1 addiert, das heifit aus 0111 wird 1000. Diese Zahl wird zum Minuen-
den addiert und anschlielend das hochste Bit in der Summe geléscht. Fiir
die Rechnung 14 — 8 ergibt sich in Bindrdarstellung also die Addition:

1110

+ 1000
U 1000

10110

Zur Multiplikation einer Binérzahl mit einer Potenz der Zahl 2, werden durch
Anhingen von Nullen die Bits um die Potenz nach links verschoben. Fiir die
Rechnung 9 - 4 ergibt sich

1001 - 22 = 100100

Mit Hilfe des Distributivgesetzes kann so die allgemeine Multiplikation von
Binérzahlen auf die Addition zuriickgefiihrt werden:

1001 - 0101 = 1001 - (22 + 2%) = 100100 + 001001

Divisionen durch Potenzen der Zahl 2 konnen bei Vernachlissigung des Rests
durch eine Verschiebung der Bits nach rechts realisiert werden, allerdings
lassen sich damit nicht allgemeinere Divisoren realisieren. Die allgemeine
Division wird auf eine Folge von Subtraktionen zuriickgefiihrt, indem man
zum Beispiel schriftlich wie im Dezimalsystem subtrahiert. Das Vorgehen ist
nachfolgend am Beispiel 17 : 5 = 3 Rest 2 gezeigt:

10001 : 101 = 011 Rest 010
- 0

1000
~ 101

111
— 101

010

Wir sehen also, dass sich sémtliche Rechnungen durch einfache Verschiebun-
gen und Binédradditionen realisieren lassen.

4. ADDITION MIT LOGISCHEN OPERATIONEN

Wir identifizieren Belegungen von Bits mit den logischen Werten falsch und
wahr und versuchen, die Addition zweier Bits mit Ubertrag durch einen logi-
schen Ausdruck darzustellen. Die Wertetabelle fiir die Addition mit Ubert-
rag A+ B = S, C ist in Tabelle 1| gezeigt. Die Operation (A4, B) — (S, C)
wird als Halbaddierer bezeichnet.
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A|lB|S|C
olojlo]o
ol111]0
1]0f1]0
1]1]0]1

TABELLE 1. Die als Halbaddition bezeichnete Addition

zweier Bits A und B ergibt die Summe S und den Ubertrag
(Carry Bit) C.

Als logische Ausdriicke verkniipfen wir die Zeilen, die den Wert 1 ergeben,
jeweils mit der ODER-Operation und erhalten

S=(-AAB)V(AAN-B)=AV, B,

C=ANB,
wobei der Ausdruck fiir S dem ausschliefenden ODER, das hier durch Vv,
symbolisiert wird, entspricht.
Als néchstes betrachten wir die Addition von drei Bits A, B und Cjy,, wobei
Cin ein Ubertragsbit aus der Addition zweier niederer Bits sei. Dies ergibt
ein Summationsbit S und ein Ubertragsbit C,,:, deren Werte in Tabelle

aufgefiihrt sind. Die Operation (A, B, Ci,,) — (S, Cout) wird als Volladdierer
bezeichnet.

A|B Czn S C’out
010 O 0 0
010 1 1 0
011 0 1 0
011 1 0 1
110| 0 1 0
110 1 0 1
111 0 0 1
111 1 1 1

TABELLE 2. Die als Volladdierer bezeichnete Addit_@on drei-
er Bits A, B und Cj, ergibt die Summe S und den Ubertrag
Cout-

Die Wertetabelle liefert die Ausdriicke
S=(-AAN-BACi)V(-mANBAN-Cy,)
V(AA=BA=Cin)V(ANBACip)
= (AV,B) Vv, C;
Cout = (FANBACi)V(AN=BACyp,)
V(AABA=Cin)V (ANABACip)
=((AViB)ACip) V(AN B).
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Die Volladdition konnen wir mit Hilfe zweier Halbaddierer und einer ODER-
Operation darstellen, wie in Abbildung [1] gezeigt ist.

B HA HA
— T

ABBILDUNG 1. Schematische Konstruktion eines Volladdie-
rers (FA) mittels zweier Halbaddierer (HA) und einer ODER-
Operation.

Sollen jetzt die Bindrzahlen a = ag ...a1ag und b = by ... b1bg addiert wer-
den, so kann dies mit einem Halbaddierer fiir die niedersten Bits sowie k — 1
Volladdierern fiir die Additions der hoheren Bits unter Beriicksichtigung der
vorigen Ubertriige geschehen. Die Realisierung ist in Abbildung [2] gezeigt.

L

ar — FA Sk
b — 1 Cover

ABBILDUNG 2. Addition zweier k-stelliger Bindrzahlen mit-
tels eines Halbaddierers (HA) und (k—1) Volladdierern (FA)
unter Beriicksichtigung eines QuverflourBits Coyer-

Die in Abbildung 2| gezeigte Schaltung ist einfach zu realisieren, aber nicht
besonders effizient, da die Volladdierer jeweils das Ubertragsbit des vori-
gen Voll- beziehungsweise Halbaddierers bendtigen. Um die Rechenzeit zu
verkiirzen, halbiert man die Bitfolgen und berechnet die Summe der niederen
Bits

Qg2 - - - aQ + bk/g .. ~b0 = [Slowvclow]
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sowie parallel dazu die zwei Summen der hoheren Bits, einmal mit und
einmal ohne Ubertragsbit, das heifit

0+ag... Ak/2+1 +0bg... bk/2+1 = [Sl?ighv Cgver]
L+ag...agpp1 +0k.. . byjop1 = [Slln'ghv Cover-

Die korrekte Summe ist Si?i ghOlow Mit Uberlaufbit €9, falls Cyy, = 0 und
S,lnghSlow mit Uberlaufbit C!

over andernfalls. Diese Entscheidung wird von
einem sogenannten Multiplexer durchgefiihrt. Durch wiederholte Anwendung

dieser Argumentation lésst sich die Rechenzeit mehrfach nahezu halbieren.

5. REALISIERUNG MIT TRANSISTORSCHALTUNGEN

FEinzelne Bits beziehungsweise die logischen Werte falsch und wahr lassen
sich sinnvoll mit elektrischen Signalen darstellen, das heifit an einer Leitung
liegt entweder eine Spannung an und es fliefit Strom oder nicht. Da sich jede
logische Operation mittels der Grundfunktionen UND, ODER sowie NEGA-
TION darstellen ldsst, diskutieren wir nur deren technischen Realisierungen.
Mit Transistoren kann iiber einen kleinen Stromfluss ein groflerer kontrolliert
werden, dhnlich wie es in Abbildung [3| fiir zwei Wasserkanéle illustriert ist.
Liegt an der Basis eine Spannung an, so wird der Stromfluss vom Kollektor
zum Emitter erméglicht.

Kollektor Kollektor

ABBILDUNG 3. Schaltsymbol und Funktionsweise eines
Transistors: ein kleiner Stromfluss von der Basis zum
Emitter o6ffnet und schlieft einen grofleren vom Kollek-
tor zum Emitter. (Quelle: Stefan Riepl (Quark48 21:02,
2. Dez. 2007 (CET)) (https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Transistor_animation.gif), Transistor ani-
mation, https://creativecommons.org/licenses/by-sa/
2.0/de/legalcode)

Abbildung [4) zeigt Transistorschaltungen fiir logische Grundoperationen. Die
UND-Schaltung ist leicht versténdlich: nur wenn an den Basen der beiden
Transistoren Spannungen anliegen, das heifit nur wenn A und B wahr sind,
kann Strom von der Spannungsquelle zur Erdung flieBen und am Ausgang
AN B liegt eine Spannung an. Bei der ODER-Schaltung iiberpriift man, dass


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Transistor_animation.gif
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Transistor_animation.gif
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/legalcode
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/legalcode
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am Ausgang Spannung anliegt, sofern mindestens einer der Transistoren ge-
schlossen ist, also Eingang A oder Eingang B Spannung fiihrt. Etwas anders
ist die Funktionsweise der NEGATION-Schaltung. Liegt am Eingang A eine
Spannung an, so fliet der gesamte Strom aufgrund des Widerstands R2 zur
Erdung und es liegt keine Spannung am Ausgang an. Tatséchliche Reali-
sierungen sind in der Regel etwas komplexer, da beispielsweise wiederholte
Spannungsabfille vermieden werden miissen.

+ n n
[ J [ }
T1 T1
R1 R1 -
A A T1
R1
T2 T2 A R2
R2 R2
B B
R3 ANB R3 AV B -A

ABBILDUNG 4. Transistorschaltungen fiir die konzeptionelle
Realisierung der logischen Operationen UND, ODER und
NEGATION.
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