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Aufgabe 1. Für eine Inkrementfunktion Φ und zk ∈ R seien z : [tk, tk+1] → R die
Lösung des Anfangswertproblems z′(t) = f(t, z(t)), z(tk) = zk, und zk+1 = zk +
τΦ(tk, zk, zk+1, τ). Damit seien die Konsistenzgrößen C und C̃ definiert durch

C(tk, zk, τ) = z(tk+1)− zk

τ
− Φ

(
tk, zk, zk+1, τ

)
,

C̃(tk, zk, τ) = z(tk+1)− zk

τ
− Φ

(
tk, zk, z(tk+1), τ

)
.

Die Inkrementfunktion Φ sei uniform Lipschitz-stetig im dritten Argument mit Lipschitz-
Konstante L. Zeigen Sie, dass für τ ≤ 1/(2L) die Äquivalenz

c−1∣∣C̃(tk, zk, τ)
∣∣ ≤ ∣∣C(tk, zk, τ)

∣∣ ≤ c∣∣C̃(tk, zk, τ)
∣∣

gilt. Geben Sie dabei die Konstante c explizit an.

Aufgabe 2. Welche Quadraturformeln liegen dem klassischen Runge–Kutta-Verfahren,
der 3/8-Regel und dem Radau-3-Verfahren zugrunde und welche Exaktheitsgrade besit-
zen diese?

Aufgabe 3. Bestimmen Sie das Butcher-Tableau des durch die Inkrementfunktion

Φ(t, y, τ) = 1
6(η1 + 4η2 + η3),

η1 = f(t, y), η2 = f(t+ τ/2, y + τη1/2),
η3 = f

(
t+ τ, y + τ(−η1 + 2η2)

)
definierten Runge–Kutta-Verfahrens und zeigen Sie, dass es die Konsistenzordnung p = 3
besitzt.

Aufgabe 4 (1+3). Sei A ∈ Rm×m, sodass ‖A‖ < 1 bezüglich einer Operatornorm gilt.
a) Zeigen Sie, dass die Matrix Im −A invertierbar ist mit (Im −A)−1 =

∑∞
n=0A

n.
b) Formulieren Sie das Newton-Verfahren zur Lösung der Fixpunktgleichung η =

Ψ(η) für die Bestimmung eines Koeffizientenvektors η ∈ Rm in einem Runge–
Kutta-Verfahren und diskutieren Sie dessen Wohlgestelltheit.


