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Dies sind Losungsskizzen. Falls Sie Fehler finden sollten, geben Sie uns gerne Bescheid.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Verwenden Sie das Neville-Schema, um
(a) das Interpolationspolynom p € Ps, welches durch die Stiitzpunkte (z;,y;)

| 0 2 3 4
yi |10 -2 -2 —6

fir i =0,...,3 gegeben ist, an der Stelle x = 5 auszuwerten.
(b) das Interpolationspolynom p € Py, welches sich durch Hinzufiigen des Stiitzpunktes (z4,y4) = (6, 10)
ergibt, an der Stelle x = 5 auszuwerten.

Losung:

Das Neville-Schema wird im Buch beschrieben (Numerik 3x9, Kapitel 11.3, insbesondere Definition 11.3,
Satz 11.3, Abb. 11.3 und Abb. 11.4). Wir berechnen die Polynome p;; fir j € {0,...,n} und
i € {0,...,n — j} mit der Rekursionsformel aus Satz 11.3. Dabei ist p;; das eindeutige Lagrange-
Interpolationspolynom vom Grad j mit p; j(zx) = yi fir k € {4,...,9+ j}. Zwei zentrale Beispiele:

o Fiir j =0ist p;o = y; fiir alle ¢ € {0,...,n}, also ein konstantes Polynom. Diese n + 1 Polynome
bilden den Start des Neville-Schemas.

o Fiir j = n ist po, = p das eindeutige Lagrange-Interpolationspolynom mit pg ,(xx) = p(xr) = Y
fir k € {0,...,n}, also das gewiinschte Endergebnis des Neville-Schemas.

Teil (a): Das iterative Neville-Schema nach Satz 11.3 und Abb. 11.4 ergibt (nur Zwischenergebnisse,
nicht die detaillierten Rechnungen):

j=0: po,0(z) =10
pro(z) = =2
p20(z) = =2
pso(z) = —6

j=1 po,1(z) = —6x + 10
p11(r) = —2

j=2 po2(z) = 22° — 10z + 10
p12(x) = =227 + 10z — 14
j=3 pos(x) = —a + T2? — 162 4 10 = P(a)(T)




Auswerten an der Stelle z = 5 ergibt also p(5) = —20. (Falls nur der Wert des Polynoms an einer
einzigen Stelle gesucht ist, kann bereits in jedem Zwischenschritt © = 5 eingesetzt werden.)

Teil (b): Nach demselben Schema wie in Teil (a) berechnen wir die neuen Polynome mit der zusétzlichen
Stiitzstelle (x4,y4) = (6,10) (eine Visualisierung mit Abb. 11.4 ist kann hilfreich sein):

pao(z) =10
p371($) =8z — 38
pag2(x) = 42® — 32z + 58
3 31
pa(@) = 5a* = 2”4 492 — 50
5 19 107
poa(r) = 5334 - Zl‘g + Tazz — 262 + 10 = p, ()
Auswerten an der Stelle 2 = 5 ergibt dann po4(5) = —12.



Aufgabe 2 (6 Punkte)
(a) Seien 0 < a < bund z — g(z) die lineare Funktion, die die Funktion f(z) = z'/? an den Stiitzstellen
a und b interpoliert. Zeigen Sie, dass fiir den Fehler

€= mnax l9(z) — f(2)]

die Abschitzungen e < (b — a)2a=3/2/8 fiir a > 0 und e < b/2/4 fiir a = 0 gelten.
(b) Fiir n € Nund o; =i/n, i =0,1,...,n, sei f, € SYO(T,) die interpolierende Spline-Funktion von
f(z) = 2% im Intervall [0, 1]. Zeigen Sie die Abschitzung

_ —1/2
;g[%ﬁ}lfn(:v) f@) <n™/7/4.

(c¢) In welchen Bereichen ist die Fehlerabschéatzung suboptimal?

Losung:
Teil (a): Fiir die lineare Interpolation zwischen den Punkten (a, f(a)) und (b, f(b)) erhalten wir
)f(b) _ f(a) B a1/2 N ( pi/2 _ 41/2 al/2pt/2 +

b—a T = i

g(x) = fla) + (x —a

Schritt 1: Zundchst beobachten wir, dass die Wurzelfunktion konkav ist, also f(z) > g¢(z) fiir alle
x € [a,b] gilt. Daraus folgt insbesondere, dass die Funktion

ebenfalls konkav ist. Um das Maximum von |g(z) — f(x)| zu berechnen, suchen wir Nullstellen der
Ableitung

lg(a) ~ F@)| = (@) — gl@) = /(@) — o' (@),

Schritt 2: Wir suchen nun ein Z € [a, b], sodass ¢'(2) = f'(&), also

(a1/2 + b1/2)2

1 1
=27V o G2 ppP=22"2=2f3) & 2= i

al/2 1 pl/2 ~ 9

Wegen der Konkavitiat von |g(x) — f(x)| = f(z) — g(x) ist & das eindeutige Maximum von |g(x) — f(z)]
auf dem Interval [a,b] und es folgt

A R al/? 4 pl/2 al/2pl/2 al/? 4 pl/2
e=f(2)—g(@) = 9 a2 £ pl/2 + 4

a+2a'20Y2 4 b — 442012 q — 2412012 + b
A(al/2 1 b1/2) - A(all? 1 b1/2)

Schritt 3: Nun miissen wir zwei Falle unterscheiden:

e a # 0: In diesem Fall erhalten wir

a— 2@1/2b1/2 + b 1 (a1/2 _ b1/2>2(a1/2 + b1/2)2
4(al/? 4 b1/2) 4 (al/2 4 b1/2)3

(@a—b)? _(a—0)

(2(11/2)3 8a3/2 ’

e = f(&) — 9(d) =

<

wobei wir im vorletzten Schritt fiir die Ungleichung die dritte binomische Formel und zusétzlich
b > a verwenden.



e a # 0: Hier folgt

a—2a'?b2 + b b b/

A(al/? + b1/2) Tz 4

e = f(&) - 9(d) =

Teil (b): Hier ist die zentrale Beobachtung, dass die interpolierende Spline-Funktion f, € S"9(7,)
auf jedem Teilintervall [x;_1, ;] durch die Funktion g aus Teil (a) gegeben ist. Daher kénnen wir das
obige Ergebnis verwenden.

o i =1: Auf dem ersten Teilintervall verwenden wir die Abschétzung aus (a) fiir den Fall a = 0:

<$1/2_ 1
A= T g

e 7> 1: Auf allen anderen n — 1 Teilintervallen verwenden wir den Fall a # 0 aus (a):

e; < (:I}z — xi_1)2:c»_3/2/8 < (1‘2 — xi_1)2$1_3/2/8 < R Vi€ {2, e n}
7 8n1/2
Also gilt insgesamt
1
_ — S G
22y Mnl@) = f@)l = meax e < o

Teil (c): In unserer Rechnung haben wir zunéchst mit Abschétzungen auf den einzelnen Teilintervallen
gearbeitet. Diese individuellen Abschidtzungen waren besser auf den Intervallen [x;_1, x|, fiir ¢ > 2, als
auf dem Intervall [zo, z1] (siche unterschiedliche obere Schranken in der Fallunterscheidung in Teil (b)).
Daher kann die finale Abschitzung nur in dem Bereich [0, 1/n] optimal sein; in allen anderen Bereichen
ist sie suboptimal.



Aufgabe 3

(4 Punkte)

Bestimmen Sie explizit die interpolierenden kubischen Splines mit natiirlichen sowie Hermite-Rand-

bedingungen s'(—1)
t=20,1,2,...,4, und

Losung:

=0, (1) = 3, fiir die Stiitzstellen x; = —1 + /2 und Stiitzwerte y; = (—1)?,
zeichnen Sie diese.

e Wir verwenden Satz 12.5 sowie die in Beispiel 12.1 eingefiihrte, kompaktere Matrixschreibweise
(Numerik 3x9, Kapitel 12.3).

e Fiir n Teilintervalle mit n 4+ 1 Stiitzstellen liefert Satz 12.5 n — 1 Bedingungen fiir die Gréflen +;,
mit ¢ € {1,...,n — 1}. Dabei sind die ~; die zweiten Ableitungen der Losung an den Stiitzstellen,

vi = 8" ().

o Zusétzlich bendtigen wir zwei Randbedingungen (natiirliche Randbedingungen oder Hermite-

Randbedingungen, je nach Aufgabenteil).

o Aus den ~; fir i € {0,...,n} werden dann die Darstellungen der Losung s als Polynome auf den

einzelnen Teilintervallen berechnet.

o Als Stiitzstellen und Stiitzwerte sind in der Aufgabe

gegeben, somit

[— I

ist n = 4 und es gilt hi:xiﬂ—xi:%fﬁriG{O,...,n—l}.

Y

0,5 1 -1 -0,5
I + » } }
x
+ -0,5 + -0,5
-+ =1 -+ -1

natiirliche Randbedingungen Hermite-Randbedingungen

Natiirliche Randbedingungen: Hier nehmen wir an, dass die Kriimmung der Spline-Funktion an

den Randpunkten verschwindet, also s”(—1) = s”(1) = 0. Daraus ergibt sich folgendes Gleichungssystem

(siehe Beispiel 12.1):

1 4 10 Y 16
6 1 41 Yo | = | —16
01 4 Y3 16
Wir erhalten die Losung v, = @, Yo = ﬁ, Y3 = @, und durch die natiirlichen Randbedingungen
sind v9 = 74 = 0 gegeben. Dadurch erhalten wir folgende interpolierende kubische Splines:
80 48 80 240 192 39
sl(-1,—0.5)(z) = 7(1” — x0)° — 7(55 —x0) +1= 7$3 + 7»”52 T
176 120 12 176 144
sli—05,0/ () = —7(53 — 1)’ + 7(53 —a1)” + 7(33 —r1)—1= —7963 - 7362 +1
176 144 176 144
sl[0,0.5/ (%) = 7(90 — 33)? — 7(90 —z)? 4+ 1= 7303 - 2+1

120 12 80 5 240 , 192 39

s|[0.571](x):—7(f£—$3)3+?(a}—$3)2—7(x—w3)—1:—7w + 7 71""7



Hermite-Randbedingungen: Mit den Hermite-Randbedingungen s'(—1) = 0 und s'(1) = 3 ergibt

sich folgendes Gleichungssystem:

21000 Yo -8
1 14100 " 16
6 01 410 v | = | —16
00141 3 16
0001 2 Y4 2
Wir erhalten die Lésung v¢ = —%,’yl = %1,72 = —%,73 = %,74 = —% und damit folgende
interpolierende kubische Splines:
443 3 667 9 443 4 1991 , 331 247
- (- By R 1=— — a4 —
8|[-1,—0.5)(7) 11 (z — 20) 2% (x —x0)” + T 2R v s + 2
443 331 5 433 91
sl[—05,0/(z) = —ﬂ(l‘ — 1)’ + ﬂ(l‘ — 1) - %(ff —x1) - 1= —ﬂiﬂg B ?
393 91 5 393 91 5
slio,0.5)(2) = 7 (2 = )" — 7 @- 22)? + -z +1l= ﬂfﬁg - ZHCQ tF+1
243 3 271 9 75 243

slios(@) = _ﬂ(x —x3)° + H(UU —x3)" — %(x —x3)— 1= —ﬂxi)’ + 5%

5
¢+ —z+1

1271 , 236
— - =



Aufgabe 4 (6 Punkte)
Es sei 7, eine Partitionierung des Intervalls [a,b] und es seien s € SY9(7,,) und g € C1([a, b]), sodass
s(z;) = g(z;) fir i = 0,1, ..., n gilt. Beweisen Sie die Ungleichung

b
Z/ ]s'\deS/ g/ |2dz.
Ti—1 a

Losung:

Die Argumentation in dieser Aufgabe folgt der vom Beweis von Satz 12.3.

Schritt 1: Wir kénnen das Integral bzw. den Integranden wie folgt umschreiben:

/ lg lzdx—Z/:c 1|g |2dx—2/ s|2+]g/—s'|2+25/(g'—s/)] dzx.

Ti—1

Das rechnet man am leichtesten nach, indem man die rechte Seite komplett ausmultipliziert.
Schritt 2: Wir wollen nun zeigen, dass das Integral iiber den letzten Term verschwindet. Dazu verwenden

wir, dass die Ableitung s’ konstant auf jedem Teilintervall ist. Um die Notation zu vereinfachen,
bezeichnen wir die Ableitung auf dem i-ten Teilintervall mit

' lwiy i) = @i

Die Behauptung folgt mit dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung:

Z/x g - S = gaz/ 7 — s)/dx = éai [g(x) — s(x)]iz_l dz = 0.

Die letzte Gleichheit gilt, da g und s in den Interpolationspunkten z; ibereinstimmen.

Schritt 3: Aus den Schritten 1 und 2 folgt nun direkt die Behauptung:
b 1 T;
/ \g'|2dx:2/ Ds'|2+|g/—s'|2+25/(g’—s/)} dz

i / s|2+]g’—s’|2} dz



