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Projekt 1: Transportgleichung

Projekt 1.1 (10 Punkte)
(i) Wir betrachten die Transportgleichung

∂tu+ ∂xu = 0 in (0, T )× (0, 1),

u(t, 0) = 0,

u(0, x) = u0(x) für x ∈ [0, 1],

wobei T = 1, u0(x) = 1 für 0.4 ≤ x ≤ 0.6 und u0(x) = 0 sonst. Implementieren Sie ein nu-
merisches Verfahren, um die obige Transportgleichung zu lösen, indem Sie Vorwärtsdifferenzen-
quotienten in der Zeit und Rückwärtsdifferenzenquotienten im Ort verwenden. Testen Sie die
Diskretisierungsparameter
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(1, 2).

Überprüfen Sie, für welche Paare von Diskretisierungsparametern die CFL-Bedingung erfüllt
ist, und vergleichen Sie die numerische Lösung mit der exakten Lösung der Transportgleichung.

(ii) Modifizieren Sie Ihren Code derart, dass Sie ein numerisches Verfahren für

∂tu+ a(x)∂xu = 0

erhalten, wobei a(x) > 0 eine gegebene Funktion ist. Wie müsste die CFL-Bedingung für
nicht-konstante Funktionen a formuliert werden? Testen Sie Ihren Code für den Fall a(x) =

(1 + 4x2)1/2 und Anfangsbedingung u0(x) = 1 für 0.05 ≤ x ≤ 0.25 und u0(x) = 0 sonst.
Vergleichen Sie die numerischen Lösungen für verschiedene Diskretisierungsparameter.

(iii) Testen Sie Ihr Programm für a(x) = −1 und Anfangsbedingung u0(x) = 1 für 0.4 ≤ x ≤ 0.6
und u0(x) = 0 sonst. Gibt es Paare von Diskretisierungsparametern, die die CFL-Bedingung
erfüllen?

(iv) Verändern Sie Ihren Code derart, dass nur Vorwärtsdifferenzenquotienten verwendet wer-
den. Hier sei nun die Randbedingung u(1, t) = 0 für t ∈ [0, T ] gegeben. Leiten Sie die CFL-
Bedingung für dieses Verfahren her und testen Sie Ihr Programm für verschiedene Parameter ∆t
und ∆x.

Projekt 1.2 (10 Punkte)
Das Upwind-Verfahren für die Transportgleichung ist definiert durch

Uk+1
j =

{
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k
j−1, µkj ≥ 0,

(1 + µkj )Uk
j − µkjUk

j+1, µkj < 0,

wobei µkj = a(tk, xj)∆t/∆x . Implementieren Sie dieses Verfahren und testen Sie es für ver-

schiedene Anfangsbedingungen, verschiedene Diskretisierungsparameter, die Funktion a(x) =
sin(x) und Randbedingungen definiert durch u(0, t) = u(1, t) = 0. Diskutieren Sie Ihre Ergeb-
nisse und die Gültigkeit einer CFL-Bedingung.

Abgabe: bis spätestens Mittwoch, den 02.11.2016, 14 Uhr per E-Mail an den Tutor.


