Praktikum zur Vorlesung Einfiihrung in die Theorie und Numerik partieller
Differenzialgleichungen

Wintersemester 2016/2017
Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Prof. Dr. S. Bartels, M. Sc. Marijo Milicevic

Projekt 6: Finite-Elemente-Methode

Projekt 6.1 (10 Punkte)
Fiir v € (0, 27| definieren wir

Q, = (-1, 12N {x =r(cosg,sing) :r>0,0< ¢ < 'y}.
Sei up(r,¢) = r™/Vsin(¢r/y) fiir * = r(cosp,sing) € Tp = 9Q,. Die exakte Losung des

Poisson-Problems mit f = 0 ist dann gegeben durch u(r,¢) = 7™/ sin(¢m /7). Bestimmen Sie
fir v =4n/2, 0 =1,...,4, experimentell die Konvergenzraten fiir die diskreten Fehler

2 oo
5 = llun — Tnullrz), 0 = llun — Thull oo (0,
und den H'-Approximationsfehler

Hl
e = IV(un — )l r2(q),
wobei das zweite Integral mit der Mittelpunktsregel approximiert werden kann. Berechnen Sie

hierfiir fiir eine Folge von uniformen Triangulierungen von €2, die Galerkin-Approximationen uy,.
Diskutieren Sie Ihre Ergebnisse.

Projekt 6.2 (10 Punkte)
Essei Q = (0,1)2, g € L*(Q) und a > 0. Der eindeutige Minimierer u € H*() des Funktionals

1
uH/\Vu|2d$+a/(u—g)2dx
2 Ja 2 Jo

erfiillt die Gleichung
(1) Oz/Vu-Vvdx+a/(u—g)vdx fiir alle v € H'(Q).
Q Q

(i) Begriinden Sie, weshalb das Problem (1) wohlgestellt ist.

(ii) Implementieren Sie die P1-Finite-Elemente-Methode um Approximationen von u zu berech-
nen, d.h. berechnen Sie fiir eine Folge von uniformen Triangulierungen 7; von  Funktionen
up, € SY(Ty) mit

/Vuh~Vvhdx+oz/uhvhdltza/gvhdﬂf fiir alle thSI(ﬁl).
Q Q Q

Verwenden Sie bei der Berechnung der rechten Seite die Mittelpunktsregel. Testen Sie Ihr Pro-
gramm fiir uniforme Triangulierungen mit Gitterweiten h = /2274 ¢ = 3,...,7, a = 10™,
m =0,...,5 und g = g, = XBy 5(z0) T hs wobei zq = (1/2,1/2) und n, € L%(Ty) ele-
mentweise konstant sei mit Funktionswerten, die gleichverteilt im Intervall [—0.1, 0.1] seien. Sie
kénnen 7, mit dem Befehl 0. 2% (rand (nE, 1)-0.5) generieren, wobei nE die Anzahl der Dreiecke
bezeichnet. Visualisieren Sie die Galerkin-Approximationen mit dem Befehl trisurf und set-
zen Sie dabei die Achsenbegrenzungen auf axis([0 1 0 1 -0.1 1.1]) und die Farbskalierung
auf caxis([0 1]). Diskutieren Sie Ihre Ergebnisse. Wofiir konnte die betrachtete Gleichung
geeignet sein? Welche Rolle spielt dabei der Parameter a?

(iii) Formulieren Sie das Problem mit Dirichlet-Randbedingungen, begriinden Sie die Wohlge-
stelltheit und wiederholen Sie die Experimente aus (ii) fiir homogene Dirichlet-Randdaten.

Abgabe: bis spatestens Mittwoch, den 01.02.2017, 14 Uhr per E-Mail an den Tutor.



