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Aufgabe 1 (Kinematik, 10 Punkte)

Seien Q C R? offen, beschrinkt und zusammenhingend und T > 0. Die zeitliche Evolution von
Q C R? werde durch die C?-Funktion ® : (0,7) x R? — R, (t,x) — ®(t, ) beschrieben. Wir
nehmen an, dass ®(0,2) = z fiir alle * € R? und setzen ; := ®(t,Q) fiir t € (0,7). Weiter sei
angenommen, dass die Jacobi-Determinante J(¢, ) := det(D® (¢, x)) positiv ist fiir alle ¢ € (0,7)
und fiir alle z € R%.

(i) Esbezeichne v € C1((0,T)xR%,R?) das Geschwindigkeitsfeld des Flusses ®, d.h. 9;®(t,z) =
v(t, ®(t,z)). Zeigen Sie, dass 0 J (¢, ) = (divv)(t, ®(t,z))J (t, x).

,, det(A(®)) = det(A(to) Spur (A‘l(to)%

Hinweis: Verwenden Sie die Identitét % A(t)) fir A €
t=

C*(R,R™*™), to € R und A(to) regulir.

t=tg

(ii) Verwenden Sie die Identitat aus Teilaufgabe (i), um %|Qt| = % Jo, 1dy = th divo(t,y) dy

Zu zeigen.

Aufgabe 2 (Crouzeix-Raviart-Element, 10 Punkte)

Seien 7, eine Triangulierung des polygonal berandeten Lipschitzgebiets Q@ C R? und S, die
Kanten der Triangulierung. Fiir ¢, € SCF(7;,) und eine innere Kante S € S, sei der Sprung
[arn]s von g entlang der Kante S definiert durch

[an(2)]s == gig%(%(ﬂ? +eng) — qu(z — eng))

fiir jedes x im Inneren der Kante S. Hierbei sei ng eine Einheitsnormale an S.

(i) Zeigen Sie, dass

/S[[qh]]s ds =0

fiir alle g, € SYCE(Ty,) gilt.

(ii) Seien uy € RT(Ty) und g, € SYCE(Ty). Beweisen Sie die folgende Identitit:

/qhdivuhdx:—/uh'vrqhdx—i-/ qnup, - nds.
Q Q Ely)

1 Bitte wenden!



(iii) Zeigen Sie, dass eine eindeutige Losung u§? € SVOE(T,) existiert mit u§®(zg) = up(zs)
fiir alle Mittelpunkte xg von Randkanten S € S, NI'p und mit

/ VTugR Voo, de = / fopdz + / gupds
Q Q I'n

fiir alle vy, € SBCR(’EL).

Aufgabe 3 (Piola-Transformation, 10 Punkte)
Seien T C R? ein d-Simplex, T C R? ein Referenzsimplex, ®r : T — T affin-linear mit @T(f) =
T und v € HY(T)?. Wir definieren

0 := det(D®7)(DP7) (v o 7).

Berechnen Sie die Divergenz von o und zeigen Sie, dass fiir jede Seite S € 9T und S = CDT(:S'\)

/v-ndS:/A@-ﬁdé\
S S

gilt.

Aufgabe 4 (Instabile Finite-Elemente-Paare, 10 Punkte)

Sei T eine Triangulierung von € = (0,1)? mit Knoten 29 = (0,0), 21 = (1,0), 2o = (1,1),
z3 = (0,1) und 24 = (1/2,1/2). Konstruicren Sie eine Funktion ¢ € £°(7,) mit [, gp dz =0
s0, dass div vy, # qp fiir alle vy, € S& (T#)?. Folgern Sie, dass fiir dieses Paar von Finite-Elemente-

R&umen kein 8 > 0 existiert mit

. fQ dhn div Vp dx
inf sup
an€LY(Th) v esi(7i)2 1anll Lz lvnll H(aivio)

= p.



