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Projekt 9. Wir betrachten die Allen-Cahn-Gleichung aus den Projekten 7 und 8. Man kann
zeigen, dass sich der kleinste Eigenwert des linearisierten Allen-Cahn-Operators bezüglich der
Approximationslösung zum Zeitpunkt tk = kτ durch folgenden Algorithmus approximieren
lässt.
Seien w0

h ∈ S1(Th), sodass ‖w0
h‖L2(Ω) = 1, cshift = ‖f ′(ukh)‖L∞(Ω) + 1 und (·, ·)λ : S1(Th) ×

S1(Th)→ R mit

(wh, vh)λ = (∇wh,∇vh) + ε−2(wh, vh)h + cshift(wh, vh).

Berechne Λj , j = 0, 1, ... durch Λ0 = (w0
h, w

0
h)λ sowie

(w̃jh, vh)λ = (wj−1
h , vh)

für alle vh ∈ S1(Th), wjh = w̃jh/‖w̃
j
h‖L2(Ω) und −Λj + cshift = (wjh, w

j
h)λ. Stoppe, falls |Λj −

Λj−1| ≤ εstop.
Erweitern Sie Ihr Programme aus Projekt 7, sodass der kleinste Eigenwert Λ in jedem Zeit-
schritt approximiert und dessen Entwicklung in der Zeit grafisch dargestellt wird. Testen Sie
das Programm sowohl für stabile, als auch für instabile Konfigurationen von Parametern. Was
fällt Ihnen auf?

Projekt 10. Wir betrachten das Cahn-Hillard-System

ut −∆
(
ε−1f(u)− ε∆u

)
= 0 in (0, T )× Ω,

u(0, ·) = u0 in Ω,

∂
(
ε−1f(u)− ε∆u

)
∂n

= 0 in (0, T )× ∂Ω

mit u0 ∈ C(Ω)∩H1(Ω), ε > 0 und f(s) = s3−s. Für eine schwache Formulierung führen wir die
zusätzliche Variable w = ε−1f(u)− ε∆u ein. In diskreter Form ergibt sich für jeden Zeitschritt
das folgende Problem. Suche ukh, w

k
h ∈ S1(Th), sodass∫

Ω
dtu

k
hφh dx +

∫
Ω
∇wkh · ∇φh dx = 0,∫

Ω
∇ukh · ∇ψh dx −ε−1

∫
Ω
wkhψh dx =− ε−2

∫
Ω
f(uk−1

h )ψh dx

für alle φh, ψh ∈ S1(Th).
Schreiben Sie ein Programm, welches das beschriebene Verfahren zur Approximation von Lösun-
gen des Cahn-Hillard-Systems realisiert. Testen Sie ihren Code mit Ω = (−1, 1)2, T = 1/5,
ε = 1/10, τ = 1/500, 211 Elementen in der Triangulierung Th des Gebiets Ω und u0 wie in
Abbildung 1. Ändern Sie nun die Werte von τ und ε sowie die Feinheit der Triangulierung. Was
fällt Ihnen im Hinblick auf Stabilität auf?
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Abbildung 1. Anfangsdaten für das Cahn-Hillard-System.

Abgabe: Bis Sonntag, den 6. Januar 2019 an den Tutor.
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