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Aufgabe 5 (2+2 Punkte). Wir betrachten die folgenden Differenzenschemata für die Trans-
portgleichung:
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(i) Überprüfen Sie die Stabilität der Schemata mithilfe der Fourier-Stabilitätsanalyse.
(ii) Konstruieren Sie für a > 0 jeweils Anfangswerte U 0

j , sodass die Stabilitätsabschätzung

Für alle k ≥ 0 gilt: sup
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verletzt ist.
Aufgabe 6 (2+2 Punkte). (i) Zeigen Sie, dass die Funktionen φ�(x) = ei�x, x ∈ [−π, π],
� ∈ Z, ein Orthogonalsystem auf L2(−π, π) definieren, d.h., dass für alle �, m ∈ Z gilt
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φ�(x)φm(x) dx = δ�m.

(ii) Für f ∈ L2(−π, π) und � ∈ Z definiere f� = 1
2π
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−π f(x)φ�(x) dx. Zeigen Sie die Besselsche
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Bemerkung: Da man zeigen kann, dass das obige Orthonormalsystem vollständig ist, gilt hier
sogar Gleichheit. Dies ist die Parsevalsche Gleichung.
Aufgabe 7 (4 Punkte). Sei u ∈ C2([0, T ] × [α, β]) eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung
∂tu−κ∂2

xu = 0. Zeigen Sie, dass die Funktion �u(s, y) = u(τs, Ly+x0) für geeignete Parameter
τ, L, x0, T � > 0 eine Lösung der Gleichung ∂s�u − ∂2

y �u = 0 auf (0, T �) × (0, 1) ist.
Aufgabe 8 (2+2 Punkte). Bei der Konstruktion einer Lösung der Wärmeleitungsgleichung
mithilfe der »Separation der Variablen« soll eine Funktion un(t, x) = vn(t)wn(x) gefunden
werden, die die Differentialgleichung löst und den vorgegebenen Randbedingungen genügt.
Eine Lösung des Anfangsrandwertproblems erhält man dann, indem man Koeffizienten (αn)n∈N
bestimmt, sodass

u(t, x) =
∞�

n=1
αnvn(t)wn(x)

in einem passenden Sinne konvergiert und u(0, x) = u0(x) erfüllt.
(i) Konstruieren Sie Paare (vn, wn), sodass un(t, x) = vn(t)wn(x) die Gleichung ∂tun−∂2

xun =
0 auf (0, T ) × (0, 1) und un(t, 0) = un(t, 1) = 0 für alle t ∈ (0, T ) erfüllt.
(ii) Verwenden Sie Ihre Lösungen aus (i), um eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung mit der
Anfangsfunktion

u0(x) =
∞�

n=1
γn sin(nπx)

zu konstruieren.
Bemerkung : Man kann zeigen, dass jede Funktion u0 ∈ C([0, 1],R) so dargestellt werden
kann.


