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Abgabe: per E-Mail an den Tutor bis Montag, den 16. November 2020, 9:00 Uhr

Aufgabe 5 (242 Punkte). Wir betrachten die folgenden Differenzenschemata fiir die Trans-
portgleichung: .
OfUN +adfUF =0, U+ ad,UJ = 0.

(i) Uberpriifen Sie die Stabilitat der Schemata mithilfe der Fourier-Stabilitdtsanalyse.
(i) Konstruieren Sie fiir a > 0 jeweils Anfangswerte U?, sodass die Stabilititsabschatzung

Fir alle k£ > 0 gilt:  sup |UJ’-€+1| < sup |U]k|

§=0,....J §=0,e.s,
verletzt ist.
Aufgabe 6 (242 Punkte). (i) Zeigen Sie, dass die Funktionen ¢y(z) = €*, 2 € [—m, 7],
¢ € 7Z, ein Orthogonalsystem auf L2(—7T, 7) definieren, d.h., dass fir alle {,m € Z gilt
1 ™

—/ Go(2) () dx = gy

2 J_»

(ii) Fiir f € L?(—m, ) und £ € Z definiere fy = 5~ [ f(x)¢¢(z) dz. Zeigen Sie die Besselsche
Ungleichung

1 s
Z’fﬂz < o \f|2dw.
L€ -
Bemerkung: Da man zeigen kann, dass das obige Orthonormalsystem vollstandig ist, gilt hier

sogar Gleichheit. Dies ist die Parsevalsche Gleichung.

Aufgabe 7 (4 Punkte). Sei u € C?([0,T] x [a, B]) eine Lésung der Warmeleitungsgleichung
Oyu—rO?u = 0. Zeigen Sie, dass die Funktion u(s, y) = u(7s, Ly+xo) fir geeignete Parameter
7,L, 70, T" > 0 eine Lésung der Gleichung dsu — 65& =0 auf (0,7") x (0,1) ist.

Aufgabe 8 (242 Punkte). Bei der Konstruktion einer Losung der Warmeleitungsgleichung
mithilfe der »Separation der Variablen« soll eine Funktion u,(t,z) = v,(t)w,(x) gefunden
werden, die die Differentialgleichung l6st und den vorgegebenen Randbedingungen geniigt.
Eine Losung des Anfangsrandwertproblems erhalt man dann, indem man Koeffizienten (o, )nen
bestimmt, sodass

u(t,x) = Z anUn (D) wy ()
n=1

in einem passenden Sinne konvergiert und u(0, z) = ug(x) erfillt.

(i) Konstruieren Sie Paare (v,,, wy,), sodass uy, (t, x) = vy, (t)w,(x) die Gleichung Ay, —02u,, =
0 auf (0,7") x (0,1) und uy(t,0) = u,(t,1) =0 fir alle t € (0,T) erfillt.

(ii) Verwenden Sie Ihre Lésungen aus (i), um eine Lésung der Warmeleitungsgleichung mit der
Anfangsfunktion

[e.e]
up(x) = Z Y sin(nmz)
n=1
zu konstruieren.
Bemerkung: Man kann zeigen, dass jede Funktion uy € C([0,1],R) so dargestellt werden
kann.



