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Aufgabe 13 (242 Punkte). (i) Bestimmen Sie Funktionen uy(t,z) = v, (t)wp(z),n € N,
die die Wellengleichung auf (0,7") x (0,1) unter Beriicksichtigung von homogenen Dirichlet-
Randbedingungen [6st.
(i) Seien ug,do € C([0,1]) durch
uo(z) = Z ap sin(nmzx), do(z) = Z B sin(nmx)
neN neN

mit gegebenen Folgen ()nen, (Bn)nen definiert. Leiten Sie unter Ausnutzung von (i) eine
Formel fiir die Lésung der Wellengleichung 02— c?02u = 0 auf (0,T) x (0, 1) mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen sowie Anfangsbedingungen u(0, x) = uo(z) und dyu(0, z) = do(x)
fir alle € [0, 1] her.

Aufgabe 14 (242 Punkte). (i) Beweisen Sie die Energieerhaltung fiir die Wellengleichung mit
homogenen Neumann-Randbedingungen.

(ii) Leiten Sie daraus die Eindeutigkeit von Losungen der Wellengleichung sowohl fiir homogene
Dirichlet- als auch fiir homogene Neumann-Randbedingungen her.

Aufgabe 15 (2+2 Punkte). Seien J € N,Az = 1/J und V, W € R/*1.
(i) Beweisen Sie die diskrete Produktregel

0y (W;Vy) = Wi(05 Vi) 4+ (95 Wj-1)Vj1.

(i) Leiten Sie daraus die Formel fiir partielle Summation

J—1 J
Az Yy (OFW))Vj = =Dz )y W0, Vy) + WiV — WoVy
=0 j=1

her und erldutern Sie deren Verhaltnis zur Formel fiir partielle Integration.

Aufgabe 16 (1+1+1+1 Punkte). Sei Q@ C R? offen und seien v : Q@ - R3und f: Q - R
zweimal stetig (partiell) differenzierbar. Wir schreiben 9; = 0, firr die i-te partielle Ableitung.
Verwenden Sie die Definitionen

divo =Y 0w, gradf=[0if,0f.05f]", Af= 02,

rotv = [627)3 — 63’02, (937}1 — 81’03, (911)2 — 62v1]T, Av = [Avl, AUQ, Avg]T,
um folgende ldentitaten zu beweisen:
(i) divgrad f = Af, (ii) rot grad f = 0, (iii) divrotv = 0, (iv) rotrot v = grad dive — Aw.



