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Aufgabe 17 (242 Punkte). Sei u € C2([0,T] x R) eine Lésung der Wellengleichung 0?u —
c292u = 0 mit Anfangsbedingungen u(0, x) = ug(z) und du(0, ) = do(z) firr alle z € R. (i)
Die Variablen &, 7 seien durch £ = o + ct,n = x — ct definiert. Zeigen Sie, dass die Funktion
u(§,m) = u(t,z) die Gleichung

O0¢Optt = 0
erfillt und leiten Sie daraus ab, dass es Funktionen f, g € C(R) gibt, sodass @(&,n) = f(§) +
g9(n) gilt.
(ii) Bestimmen Sie f und g in Abhangigkeit von ug, do, sodass u(t,z) = f(x+ct) + g(x — ct)
gilt.
Bemerkung: Hier sehen Sie, dass sich bei der Wellengleichung ein »Signal« nach links und eines
nach rechts bewegt.

Aufgabe 18 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass das implizite Differenzenschema fiir die Wellenglei-
chung einen Konsistenzfehler von der Ordnung O(At? + Ax?) hat.

Aufgabe 19 (4 Punkte). Sei S™ der Flacheninhalt der n-dimensionalen Einheitssphare (also
fir n =1 z.B. 27 fiir den Einheitskreis oder fiir n = 2 entsprechend 4 fiir die Einheitskugel-
Oberflache). Fir n > 2 sei die Funktion s, : R"\{0} — R vermittels

1 log|z|, fiurn=2,
sn(z) = Tgn1 ) firn > 2

2-n)’
definiert. Zeigen Sie, dass auf R™\{0} punktweise As,, = 0 gilt.

Aufgabe 20 (2+2 Punkte). (i) Benutzen Sie den Satz von GauB, um fiir u,v € C%(Q) folgende
Identitaten zu zeigen:

/ vVu-nds:/ (Vu - Vv +vAu) dz,

o9 Q

/ (uAv — vAu) doz = / (uVv —vVu) - nds.
Q 19)

(ii) Seien uy,us € C?(Q) Lésungen des Randwertproblems —Awu = f in Q und u = 0 auf 99.
Zeigen Sie, dass

/ |V (uy — u2)|2 dz =0
0

gilt, und schlieBen Sie daraus, dass u; = uy ist.



