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Aufgabe 37 (2+2 Punkte). (i) Leiten Sie eine schwache Formulierung des Randwertproblems
−div(K∇u) + b · ∇u+ cu = f in Ω,

u = uD auf ΓD,
(K∇u) · n = g auf ΓN,

her, wobei K ∈ C(Ω,Rd×d), b ∈ C(Ω,Rd) und c ∈ C(Ω).
(ii) Bestimmen Sie Bedingungen an die Koeffizienten K, b und c, sodass die Existenz einer
eindeutigen schwachen Lösung u ∈ H1(Ω) garantiert ist.
Aufgabe 38 (4 Punkte). Sei Ω = (0, 1)2 und Vh = span{φj,k : j, k = 1, 2, . . . , N} die lineare
Hülle der Funktionen

φj,k(x1, x2) = sin(πx1j/N) sin(πx2k/N)
für j, k = 1, 2, . . . , N . Berechnen Sie die Steifigkeitsmatrix der aus dem Laplace-Operator
resultierenden Bilinearform.
Aufgabe 39 (4 Punkte). Sei u ∈ C3(Ω). Beweisen Sie die Gültigkeit der Gleichung

|∆u|2 − |D2u|2 = div
(
∇u∆u− 1

2∇|∇u|
2).

Aufgabe 40 (2+2 Punkte). Sei T ≡ (z0, z1, . . . , zd) ein Simplex mit positiv orientierten
Eckpunkten z0, z1, . . . , zd ∈ Rd und sei

XT =
[ 1 1 . . . 1
z0 z1 . . . zd

]
∈ R(d+1)×(d+1).

(i) Zeigen Sie, dass die Gleichung detXT = d! |T | gilt.
(ii) Die nodalen Basisfunktionen (ϕzi)i=0,...,d auf T sind definiert durch ϕzi(zj) = δij . Beweisen
Sie, dass die Gradienten der Basisfunktionen die folgende Gleichung erfüllen

[
∇ϕz0 , . . . ,∇ϕzd

]> = X−1
T

 0
Id

 ,
wobei Id die (d× d)-Einheitsmatrix bezeichnet.


