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Aufgabe 41 (3 + 1 Punkte). Für j ∈ N sei die Folge vj ∈ `2(N) definiert durch vj(n) = δjn,
das heißt es ist

vj = [0, . . . , 0, 1, 0, . . . ],
wobei die 1 an der j-ten Stelle steht.
(i) Zeigen Sie, dass die Folge [vj ]j∈N schwach konvergiert und bestimmen Sie den schwachen
Grenzwert.
(ii) Zeigen Sie, dass keine stark konvergenten Teilfolgen (bezüglich der Norm ‖·‖`2) existieren.

Aufgabe 42 (4 Punkte). Sei V ein Hilbertraum, a : V × V → R eine beschränkte und koer-
zive Bilinearform, welche zusätzlich symmetrisch ist, und sei b : V → R ein stetiges, lineares
Funktional. Sei ferner Vh ⊂ V ein endlich-dimensionaler Teilraum und uh ∈ Vh die eindeu-
tige Galerkin-Approximation von u ∈ V mit a(u, v) = b(v) für alle v ∈ V . Zeigen Sie, dass
in diesem Fall die Quasi-Bestapproximations-Eigenschaft im Céa-Lemma mit der Konstanten
(ka/α) 1

2 gilt, also dass

‖u− uh‖V ≤ (ka/α)
1
2 inf
wh∈Vh

‖u− wh‖V .

Dabei sind ka und α die Beschränktheits- und Koerzivitätskonstante der Bilinearform a.

Aufgabe 43 (4 Punkte). Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes, konvexes Lipschitzgebiet. Beweisen
Sie konstruktiv die Existenz einer Konstanten cp > 0, sodass

‖v‖L2(Ω) ≤ cp‖∇v‖L2(Ω)

für alle v ∈ H1(Ω) mit
∫

Ω v dx = 0 gilt.
Hinweis: Nehmen Sie zunächst an, dass v stetig ist und folgern Sie aus dem Mittelwertsatz die
Existenz einer Nullstelle. Verwenden Sie diese, um v(x) als geeignetes Integral darzustellen.

Aufgabe 44 (2+2 Punkte). Für ein Dreieck T ⊂ R2 mit Ecken z0, z1, z2 ∈ R2 seien z3, z4, z5 ∈
R2 die Mittelpunkte der Seiten von T .
(i) Zeigen Sie, dass (T,P2(T ),K) mit K = {χj : j = 0, 1, . . . , 5} für χj(φ) = φ(zj), j =
0, 1, . . . , 5, ein finites Element ist.
(ii) Konstruieren Sie die nodale Basis des Elements (T,P2(T ),K).


