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Aufgabe 1 (3+2 Punkte). (i) Bestimmen Sie die Funktionen un(t, x) = vn(t)wn(x), n ∈ N,
die die Wellengleichung auf (0, T ) × (0, 1) unter Berücksichtigung von homogenen Dirichlet-
Randbedingungen lösen.
(ii) Seien u0, d0 ∈ C([0, 1]) definiert durch

u0(x) =
∑
n∈N

αn sin(nπx), d0(x) =
∑
n∈N

βn sin(nπx),

mit gegebenen Folgen (αn)n∈N, (βn)n∈N. Leiten Sie unter der Verwendung von (i) eine Formel
für die Lösung der Wellengleichung ∂2

t u−c2∂2
xu = 0 auf (0, T )× (0, 1) mit homogenen Dirichlet-

Randbedingungen sowie Anfangsbedingungen u(0, x) = u0(x) und ∂tu(0, x) = d0(x) für alle
x ∈ [0, 1] her.

Aufgabe 2 (5 Punkte). Zeigen Sie, dass der Konsistenzfehler des impliziten Differenzenverfah-
rens für die Wellengleichung von der Ordnung O(∆t2 + ∆x2) ist.

Aufgabe 3 (2+3 Punkte). Für J ∈ N sei ∆x = 1/J und V,W ∈ RJ+1.
(i) Beweisen Sie die diskrete Produktregel

∂−x (WjVj) = Wj(∂−x Vj) + (∂+
x Wj−1)Vj−1.

(ii) Folgern Sie daraus die Formel für die partielle Summation,

∆x
J−1∑
j=0

(∂+
x Wj)Vj = −∆x

J∑
j=1

Wj(∂−x Vj) +WJVJ −W0V0,

und erläutern Sie den Zusammenhang zur Formel für die partielle Integration von Funktionen.

Aufgabe 4 (5 Punkte). Sei (ξk)k∈N0 eine Folge von reellen Zahlen, die für α, β ∈ R und alle
k ∈ N die folgende Rekursion erfüllt:[

ξk

ξk+1

]
= A

[
ξk−1
ξk

]
, A =

[
0 1
α β

]
.

Angenommen die Eigenwerte λ1, λ2 ∈ C von A erfüllen die Eigenschaft |λi| < 1, i = 1, 2. Zeigen
Sie, dass ein c > 0 existiert, sodass |ξk| ≤ c für alle k ∈ N0.


