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Aufgabe 1 (1+1+1+2 Punkte). Sei Ω ⊂ R3 offen und seien v : Ω → R3 und f : Ω → R
zweimal stetig (partiell) differenzierbar. Wir schreiben ∂i = ∂xi für die i-te partielle Ableitung.
Verwenden Sie die Definitionen

div v =
∑

i

∂ivi, grad f = [∂1f, ∂2f, ∂3f ]>, ∆f =
∑

i

∂2
i f,

rot v = [∂2v3 − ∂3v2, ∂3v1 − ∂1v3, ∂1v2 − ∂2v1]>, ∆v = [∆v1,∆v2,∆v3]>,

um folgende Identitäten zu beweisen:
(i) div grad f = ∆f , (ii) rot grad f = 0, (iii) div rot v = 0, (iv) rot rot v = grad div v−∆v.

Aufgabe 2 (2+3 Punkte). (i) Zu einem Gebiet Ω ⊂ Rd bezeichne n die äußere Einheitsnormale
an ∂Ω. Zeigen Sie mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes für u, v ∈ C2(Ω) die Gültigkeit der
Identitäten ∫

∂Ω
v∇u · n ds =

∫
Ω

(
∇u · ∇v dx+ v∆u

)
dx,∫

Ω

(
u∆v − v∆u

)
dx =

∫
∂Ω

(
u∇v · n− v∇u · n

)
ds.

(ii) Seien u1, u2 ∈ C2(Ω̄) Lösungen des Randwertproblems −∆u = f in Ω und u = 0 auf ∂Ω.
Zeigen Sie, dass ∫

Ω
|∇(u1 − u2)|2 dx = 0

gilt, und schließen Sie daraus, dass u1 = u2 ist.

Aufgabe 3 (5 Punkte). Sei Sn der Flächeninhalt der n-dimensionalen Einheitssphäre (also
z.B. für n = 1 ist S1 = 2π für den Einheitskreis und für n = 2 entsprechend S2 = 4π für die
Einheitskugel-Oberfläche). Für n ≥ 2 sei die Funktion sn : Rn\{0} → R definiert als

sn(x) = − 1
Sn−1

{
ln |x| für n = 2,
|x|2−n

(2−n) für n > 2.

Zeigen Sie, dass auf Rn\{0} punktweise ∆sn = 0 gilt.

Aufgabe 4 (5 Punkte). SeiA ∈ Rn×n die Systemmatrix, die zur Finite-Differenzen-Diskretisierung
des Poisson-Problems mit homogenen Randbedingungen gehört. Benutzen Sie das diskrete Ma-
ximumsprinzip, um zu zeigen, dass alle Einträge von A−1 nicht-negativ sind.


