Abteilung fiir Angewandte Mathematik 20.12.2021
Prof. Dr. Séren Bartels, Prof. Dr. Michael Ruzicka
M.Sc. Vera Jackisch

Ubung zur Vorlesung
Einfiihrung in Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen

Wintersemester 2021,/2022 — Blatt 10

Abgabe: Briefkidsten RZ bis Montag, den 10.01.2022 um 12:00 Uhr

Wie jedes Jahr will der Weihnachtsmann den Kindern eine Freude machen, doch natiirlich
hélt er sich auch vorbildlich an die geltende Corona-Verordnung. Da er den Kindern aber eine
Erfahrung wie immer bescheren mochte, will er sein Vorgehen etwas anpassen. Normalerweise
bringt er seine Lieblings-Ingwer-Platzchen mit, die die Kinder schon von weitem riechen kénnen,
und er klingelt mit einem Gléckchen, um seine Ankunft anzukiindigen. Wenn die Kinder nun
nicht, wie sonst, einen Meter Abstand zu ihm haben, sondern zwei Meter Abstand - wie viel
lauter muss der Weihnachtsmann mit dem Gléckchen klingeln und wie viel intensiver miissen
die Plédtzchen duften, damit die Kinder die gleiche Erfahrung wie zu einem Weihnachten vor
der Pandemie bekommen kénnen? Zum Gliick weifl der Weihnachtsmann, dass er sich auf einige
fleifige Mathe-Wichtel verlassen kann, die fiir ihn diese Probleme modellieren und ihm helfen
kénnen, Weihnachten zu retten...

Aufgabe 1 (Kling, Glockchen, kling: 342 Punkte + 3 Bonuspunkte). Zur Modellierung des
weihnachtlichen Gléckchens betrachten wir die dreidimensionale Wellengleichung

O?u— Au=0 in (0,00) x R3
u(0,2) = up(z) inR3
Ou(0,7) = vo(z) in R3.

mit Anfangswerten ug € C3(R3) und vy € C?(R3).

(i) Im eindimensionalen Fall haben Sie bereits die d’Alembertsche Formel kennengelernt. Fiir
den dreidimensionalen Fall kann durch ein &hnliches Vorgehen die Kirchhoffsche Formel fiir die
Losung u(t, ) des obigen Problems hergeleitet werden:

u(t,x) = t][ vo(s)ds + 0, (t][ uo(s) ds) .
aBt(z) 8Bt(:l?)

mit fK dor = |K|! [ dx dem Integralmittel. Zeigen Sie, dass fiir diese Funktion gilt
u(t,z) = ][ tvg(s) + uo(s) + Vug(s) - (s — ) ds.
OB¢t(x)

(ii) Anhand der Kirchhoffschen Formel sieht man, dass sich die Intensitit bei einer gegebenen
Punktquelle auf Sphéren ausbreitet. Nutzen Sie diese Eigenschaft und das Prinzip der Energie-
erhaltung, um das Problem des Weihnachtsmanns zu l6sen: Wie viel lauter muss er klingeln,
wenn die Kinder nicht einen Meter, sondern zwei Meter von der Schallquelle entfernt sind und
bei ihnen dieselbe Intensitdt ankommen soll?

(iii) Versuchen Sie, die theoretische Erkenntnis aus (ii) experimentell nachzupriifen, dokumen-
tieren Sie Ihre Ergebnisse und diskutieren Sie die Grenzen des Modells (3 Bonuspunkte).



Aufgabe 2 (In der Weihnachtsbéckerei: 3+2 Punkte + 3 Bonuspunkte). Wir nehmen an, die
Geruchsintensitédtsverteilung der Plitzchen ist stationir und eine Losung des dreidimensionalen
Poisson-Problems

—Au=fin Q=R3

(i) In einer fritheren Ubungsaufgabe haben Sie bereits die Fundamentallésung der Laplace-
Gleichung kennengelernt:
—% Inz, n=2
O(x) = 2|2

2o ™ > 2
mit o,_1 dem Flacheninhalt der n-dimensionalen Einheitssphéire. Wir wissen, dass —A® = 0 auf
R™\{0}. Fiir f € C?(R") erhalten wir eine Losung des obigen Poisson-Problems durch Faltung
mit der Fundamentallésung:

n

u() = (@ % f)(z) = / B — y)f(y) dy.

Formal schreibt man auch
—AdD = (50 in R"

mit §y der Dirac’schen Delta-Distribution auf R™ in & = 0. Zeigen Sie damit formal, dass fiir
u=®ox f gilt —Au = f in R™.

(ii) Betrachten Sie nun den Fall n = 3 und eine Punktquelle im Ursprung. Aus der Fundamen-
tallosung kénnen Sie das qualitative Verhalten der Lésung ablesen und so dem Weihnachtsmann
helfen: Wie viel intensiver miissen die Kekse in diesem Modell duften, wenn die Kinder statt
einem Meter jetzt zwei Meter entfernt von den Plédtzchen stehen und bei ihnen dieselbe Inten-
sitdt ankommen soll?

(iii) Kénnen Sie die obige Erkenntnis experimentell verifizieren? Dokumentieren Sie Ihre Ergeb-
nisse und diskutieren Sie die Grenzen des Modells (3 Bonuspunkte).

Aufgabe 3 (Gibt es manche Leckerei: 342 Punkte). Wir betrachten nun einen anderen An-
satz, um das Plétzchen-Problem des Weihnachtsmanns zu lésen. Diesmal betrachten wir die
dreidimensionale Diffusionsgleichung

Ou—Au=0 in (0,00) x R?
u(0,2) = up(z) in R3.

In diesem Fall wird nur eine Anfangskonzentration gegeben und fiir ¢ > 0 ist keine Quelle
vorhanden, aus der weiterer Keksduft nachstrémt. Der Weihnachtsmann hat also seine Keksdose
schnell wieder geschlossen, und nur die schon vorhandene Kekskonzentration ug breitet sich aus.
(i) Die Fundamentallésung ® : (0,00) x R™ — (0,00) der n-dim. Wérmeleitungsgleichung ist

gegeben durch
O(t, ) ! e —l2f*
= ———€X .
’ (4mt)n P\ T

0r® — A® =0 in (0,00) x R"™.

Bem.: Formal schreibt man auch ®(0,z) = dp(z). Wir kénnen durch Faltung (® % ug)(z) Losun-
gen der homogenen Diffusionsgleichung mit beliebigen Anfangsdaten ug erhalten.

(ii) Bestimmen Sie anhand der Fundamentallosung, wie viel intensiver die Pldtzchen in diesem
Modell duften miissen, wenn die Kinder statt einem Meter jetzt zwei Meter von der Quelle
entfernt sind und sie jeweils zum Zeitpunkt ¢ = 1 die gleiche Intensitét erfahren sollen.

Zeigen Sie, dass gilt



Quiz (5 Punkte). Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Sie sollten
Thre Entscheidung im Tutorat begriinden kénnen.

Fiir eine C? Funktion approximiert der zentrale Differenzenquotient 0 die Ableitung
besser als die einseitigen Differenzenquotienten 07 .

In der Implementierung des Verfahrens 0, Uj’-C + ady UJIc = 0 muss man in jedem
Zeitschritt ein lineares Gleichungssystem l6sen.

Die CFL-Bedingung ist notwendig und hinreichend fiir die Stabilitdt eines Finite-
Differenzen-Verfahrens.

Das 0-Verfahren fir die Warmeleitungsgleichung ist explizit fir 6 < % und implizit
fur 6 > %

Das implizite Verfahren fiir die Wellengleichung erfiillt ein diskretes Maximumprin-
Zip.

Wenn f = 0 ist, so ist die Losung der Poisson-Gleichung —Awu = f konstant.

Fir f € C1(Q), I'p = 0Q und up = 0 besitzt das Poisson-Problem eine klassische
Losung.

Jeder endlich-dimensionale Teilraum eines beliebigen Banachraums ist abgeschlos-
sen.

Lineare Operatoren zwischen endlich-dimensionalen Rdumen sind immer stetig.
Die Funktion ¢: [—1,1] — R,z > sign(z) ist schwach differenzierbar.

Frohe Weihnachten und einen guten Rutsch ins neue Jahr!



