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Aufgabe 1 (5 Punkte). Sei a : V × V → R eine positiv semidefinite und symmetrische Biline-
arform. Beweisen Sie die Gültigkeit der Abschätzung

a(v, w) ≤
(
a(v, v)

)1/2(
a(w,w)

)1/2

für alle v, w ∈ V .

Aufgabe 2 (2+3 Punkte). Beweisen Sie die Produkt- und Kettenregel für schwache Ableitun-
gen:
(i) Falls u, v ∈W 1,2(Ω), dann ist uv ∈W 1,1(Ω) und ∇(uv) = u∇v + v∇u.
(ii) Sei Ω beschränkt. Falls g ∈ C1(R) mit |g′| < C und u ∈ W 1,p(Ω), 1 ≤ p < ∞, dann ist
ũ = g ◦ u ∈W 1,p(Ω) mit ∇ũ = g′(u)∇u.

Aufgabe 3 (3+2 Punkte). Sei Ω = {r(cosϕ, sinϕ) : 0 < r < 1, 0 < ϕ < 3π/2}, ΓD = ∂Ω und

uD =
{

0, falls ϕ ∈ {0, 3π/2},
sin(2ϕ/3), falls r = 1.

(i) Zeigen Sie, dass für f = 0 durch

u(r, ϕ) = r(2/3) sin(2ϕ/3)

eine schwache Lösung des Poisson-Problems auf Ω gegeben ist.
(ii) Zeigen Sie anhand des Beispiels aus (i), dass das Poisson-Problem im Allgemeinen nicht
H2-regulär ist, wenn das Lösungsgebiet nicht konvex ist.

Aufgabe 4 (5 Punkte). Für j ∈ N sei vj ∈ `2(N) mit vj,n = δj,n, d. h.

vj = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ),

wobei die 1 an der j-ten Stelle steht. Zeigen Sie, dass die Folge (vj)j∈N schwach konvergent ist
und bestimmen Sie den schwachen Grenzwert.


