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Aufgabe 1 (5 Punkte). Sei V ein Hilbertraum, a: V' x V' — R eine beschrankte und koer-
zive Bilinearform, welche zusétzlich symmetrisch ist, und sei b: V' — R ein stetiges, lineares
Funktional. Sei ferner V3, C V ein endlich-dimensionaler Teilraum und wu; € V}, die eindeu-
tige Galerkin-Approximation von v € V mit a(u,v) = b(v) fir alle v € V. Zeigen Sie, dass
in diesem Fall die Quasi-Bestapproximations-Eigenschaft im Céa-Lemma mit der Konstanten
(ka/ a)% gilt, also dass
lu —uplly < (ka/a)? inf fu—wplly.
whp EV},

Dabei sind k, und o die Beschranktheits- und Koerzivitdtskonstante der Bilinearform a.

Aufgabe 2 (5 Punkte). Sei Q C R? ein beschriinktes, konvexes Lipschitzgebiet. Beweisen Sie
konstruktiv die Existenz einer Konstanten ¢, > 0, sodass

10l 220y < el VVll 2o

fiir alle v € H'(Q) mit [, vdz = 0 gilt.
Hinweis: Betrachten Sie zuniichst v € C1(2) und verwenden Sie den Mittelwertsatz, um v(x)
fir x € Q als Integral iiber €2 darzustellen.

Aufgabe 3 (5 Punkte). Sei T = conv{0,eq,...,eq} mit der kanonischen Basis {ej,ea,...,eq}
des R? und sei T = conv{zg, 21,...,24} C R? ein nicht-degenerierter Simplex in R?. Sei &7 :
T — T ein affiner Diffeomorphismus mit ®7(0) = 2o und ®p(e;) = 2; fiir j = 1,2, ..., d. Zeigen
Sie, dass

D(®;') = (DPr) !

gilt und dass beide Matrizen unabhingig von z € T' und % € T sind.

Aufgabe 4 (3+2 Punkte). Fiir ein Dreieck 7' C R? mit Ecken zg, 21, 2o € R? seien 23, 24, 25 € R?
die Mittelpunkte der Seiten von T'.

(i) Zeigen Sie, dass (T, P2(T),K) mit I = {x; : 7 =0,1,...,5} fiir x;(¢) = #(2), 5 =0,1,...,5,
ein finites Element ist.

(ii) Konstruieren Sie die nodale Basis des Elements (T, P2(T"), K).



