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Abgabe: Briefkdsten RZ bis Montag, den 07.02.2022 um 12:00 Uhr

Aufgabe 1 (243 Bonuspunkte). Sei (73)n>0 eine Folge von Triangulierungen des Gebiets Q2 C
R¢ mit maximaler Gitterweite » — 0 und sei S'(73,) = {vn, € C(Q) : vu|r € PYT) VT € Ty}
(i) Zeigen Sie, dass die Vereinigung (Jj,~S*(75) dicht ist im Raum H'(Q).

(ii) Beweisen Sie (ohne Bestimmung einer Konvergenzrate), dass die Galerkin-Approximationen
des Poisson-Problems auch ohne zusédtzliche Regularitdtsannahmen immer gegen die exakte
Losung konvergieren.

Aufgabe 2 (5 Bonuspunkte). Wir betrachten die eindimensionale Poisson-Gleichung auf dem

Intervall © = (0,1) mit Nullrandwerten auf I'p = {0,1} und rechter Seite f € C(Q). Fir
n € Nsei T =Ty = {[%, %] ik =1,...,n} eine Triangulierung von 2. Zeigen Sie, dass
in diesem Fall die diskrete Losung mit dem Finite-Differenzen-Verfahren unter Verwendung des
zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung mit der P1-Finite-Elemente-Approximation

iibereinstimmt, wenn in letzterer die rechte Seite via

Afwzdw%/(zli[fwz]dx

numerisch integriert wird.

Aufgabe 3 (15 Bonuspunkte). Schreiben Sie eine kurze Zusammenfassung der Vorlesungsinhal-
te. Widmen Sie jedem Kapitel ca. eine Seite. Verwenden Sie dabei die folgenden Schliisselworter
und geben Sie bei Bedarf Beispiele an:

1. Finite-Differenzen-Verfahren: CFL-Bedingung, implizite/explizite Verfahren, Konsistenz, Sta-
bilitdt, Konvergenz.

2. Elliptische partielle Differentialgleichungen: Singularititen, Differenzierbarkeit, schwache For-
mulierung, Sobolev-Raum, Ezistenz/Eindeutigkeit schwacher Lisungen.

3. Finite-Elemente-Methode: Galerkin-Approximation, nodale Basis, Interpolation, Fehlerab-
schatzung, Maximumprinzip.

Quiz (5 Bonuspunkte) Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Sie
sollten Thre Entscheidung im Tutorat begriinden kénnen.
Es existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass fiir alle stiickweisen Polynome v € H' ()
die Ungleichung ||Vup|[12(q) < cllvnllp2(q) erfiillt ist.
Fiir alle v € H3(T) existiert ein g € Po(T) mit ||V (v — D2y < chQTHD?’vHLQ(T).
Die P1-Finite-Elemente-Methode fiir das Poisson-Problem erfiillt das diskrete Ma-
ximumsprinzip.
Fiir alle v, € S5(Tn) gilt [Jon ]l 1a) < cl|Vorll 2oy -
Falls die Losung u des Poisson-Problems v € H*(Q) N H}(Q) erfiillt, dann gilt
lu —unll 2 < chQHDQuHLQ(Q) fiir die Galerkin-Approximation uj, € S§(7p).




