MOTIVATION — WIESO NUMERIK?

S. BARTELS, 23.10.2024

1. ZIELE UND KONZEPTE

Die numerische Mathematik oder kurz Numerik ist mit der praktischen Um-
setzung mathematischer Konzepte befasst, um zum Beispiel reale Vorgénge
zu berechnen. Dies kann das Infektionsgeschehen einer Pandemie sein, die
Auswertung und Visualisierung einer medizinischen Computertomographie,
die Realisierung von Suchalgorithmen im Internet, das Nutzungsverhalten
einer Internetplattform, das Trainieren eines neuronalen Netzes, die Vorher-
sage des Wetters, die Berechnung von Ozeanstromungen, die Belastbarkeit
von Briicken und Gebéuden, die Simulation eines Crashtests oder die Kom-
pression von Daten zur schnellen Ubertragung von Informationen. Da in der
Regel grofle Datenmengen auftreten, erfolgt die Umsetzung typischerweise
mit Hilfe des Computers, was zu zusétzlichen Besonderheiten fiihrt.
Computer kénnen lediglich einfache arithmetische Operationen durchfiithren
und dies auch nur approximativ, das heifit mit Rundungsfehlern. Jede ma-
thematische Aufgabenstellung muss daher auf einfache Probleme reduziert
werden. Sehr effizient und robust lassen sich typischerweise das Losen linea-
rer Gleichungssysteme sowie die Auswertung expliziter Rechenvorschriften
realisieren. Mit diesen zwei Konzepten konnen viele Aufgaben wie Eigen-
wertprobleme, restringierte Optimierungsaufgaben, nichtlineare Gleichun-
gen und Datenkompressionsprobleme approximativ gelost werden.

Bei der Entwicklung von Verfahren koénnen jedoch unerwartete Effekte auf-
treten. So konnen beispielsweise dquivalente Formeln zu unterschiedlichen
Ergebnissen bei ihrer Umsetzung am Computer fithren, unterschiedliche Fol-
gen mit demselben Grenzwert kénnen unterschiedlich schnell konvergieren
und Rundungsfehler kénnen sich im Laufe einer Berechnung aufsummieren.
Da Rundungsfehler ohnehin unvermeidbar sind, ist es zudem weder notwen-
dig noch sinnvoll, exakte Losungen von Problemen zu bestimmen.

Der erste Teil des Kurses widmet sich der schnellen und robusten Lésung
linearer Gleichungssysteme mit reguliren Matrizen A € R™*"™ das heiflt zu
einem gegebenen Vektor b € R" die Bestimmung von x € R" mit

Ax =b.

Dabei ist es besonders wichtig zu verstehen, wie sich Stérungen von Daten
auf die Losung auswirken. Darauf aufbauend werden iiberbestimmte Glei-
chungssysteme beziehungsweise Ausgleichsprobleme, Eigenwertprobleme so-
wie lineare Optimierungsprobleme betrachtet.
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Der Kern des zweiten Teils ist die Approximation von Funktionen mit ein-
fach darstellbaren Funktionen wie beispielsweise stiickweise poynomiellen
Funktionen sy, sodass eine vorgegebene Genauigkeit € > 0 erzielt wird

1f = sullcory < e

Dies kann verwendet werden, um die Berechnung von Ableitungen und In-
tegralen auf einfache Probleme zuriickzufithren. Weitere Aspekte sind die
Berechnung von Null- und Minimalstellen.

Im dritten Teil wird die numerische Approzimation gewéhnlicher Differen-
tialgleichungen beziehungsweise von Anfangswertproblemen untersucht, die
die allgemeine Gestalt

y'(t) = f(ty), w(0)=yo

besitzen. Sie bilden die Grundlage der Simulation zeitabhéngiger Probleme.
Bereits der einfache Fall ¢/ = ay mit Losung y(t) = yoe®® fiihrt auf Erkennt-
nisse, die sich auf groffie Klassen von Problemen iibertragen lassen. Mit den
Methoden lassen sich Flugbahnen von Kérpern, Hamiltonsche Systeme zur
Beschreibung von Sonnensystemen und eindimensionale Randwertprobleme
numerisch approximativ l6sen.

2. SCHWIERIGKEITEN UND IDEEN

Wir betrachten einige typische und teilweise {iberraschende Phdnomene der
direkten algorithmischen Umsetzung mathematischer Konzepte.

2.1. Rundungsfehler. Da bindre Computer nur endlich viele Zahlen dar-
stellen konnen, sind Rundungsfehler unvermeidbar. Auch wenn moderne
Computer mit hoher Genauigkeit rechnen, kann dies leicht zu Schwierigkei-
ten fithren. Erhélt beispielsweise eine Partei np = 2099 580 von insgesamt
ng = 42 - 10% abgegebenen Stimmen, so liefert ein Computer den Anteil

n_P/n_G = 0.0500

also vermeintlich 5,00% der Stimmen. Die gesetzliche Fiinfprozenthiirde
sieht jedoch keine Rundung vor und eine exaktere Darstellung des Quo-
tienten zeigt das Ergebnis

P .04999000,

nag
sodass die Partei nicht die erforderlichen Stimmen erhalten hat. Die rela-
tive Rechengenaunigkeit eines Computers lédsst sich bestimmen, indem die
Zahl z = 1 so lange halbiert wird, bis der Ausdruck 1 + x vom Compu-
ter nicht mehr von 1 unterschieden wird, siche Abbildung 1. Eine typische
Genauigkeit liegt bei 1 - 107'6, sodass man von fiinfzehn korrekten Dezi-
malstellen ausgehen kann. Statt die Rechengenauigkeit in Bezug zu einer
einzelnen Stimme zu setzen, lésst sich die Fiinfprozenthiirde einfacher mit
der Ungleichung np/ng > 1/20 beziehungsweise 20np > n¢g priifen.
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% maschgenauigkeit.m

1

2 x = 1;

3 while 1+x > 1 1 >> maschgenauigkeit
4 X = x/2; 2 2.2204e-16

5 end

6 disp(2*x);

ABBILDUNG 1. Bestimmung der Maschinengenauigkeit
(links) und Ergebnis der Berechnung (rechts).

2.2. Konvergenzgeschwindigkeit. Die Zahl v/2 lisst sich durch sukzes-
sives Bestimmen der Dezimalstellen konstruieren. Ausgehend von rg = 1
werden Dezimalstellen hinzugefiigt, um Zahlen 7 mit k& Nachkommastel-
len zu erhalten, die maximal mit 7“,2 < 2 sind. Im ersten Schritt wird also
r1 = 1,4 gesetzt, da (1,5)? > 2 gilt. Im k-ten Schritt gelte 7} ; < 2 und

T ="Tr_1+£- 107F

wobei £ € {0,1,...,9} maximal gew#hlt wird, sodass wiederum r,% < 2 gilt.
Man erhélt also in jedem Schritt eine weitere korrekte Dezimalstelle und
entsprechend gilt fiir den Fehler

O = ’\/i—rk’ < 107*.

Der Fehler wird in jedem Schritt um den Faktor ¢ = 1/10 reduziert. Mit ei-
nem Trick erhélt man Approximationen, bei denen sich die Anzahl korrekter
Dezimalstellen in jedem Schritt verdoppelt. Dazu betrachten wir allgemeiner
die Berechnung von +/a fiir eine positive Zahl a > 0. Die Gleichung 2% = a
ist offensichtlich dquivalent zu

r? = 1:1024—1(1 — T= 1(ac%—g)
2 2 2 x
Die zweite Identitét charakterisiert die Losung als Fixpunkt x* einer Funk-
tion  — ¢(z) und diese Beobachung kann man zur Definition der Fizpunk-
titeration
1 a

Tpt1 = p(ag) = 5(9% + ;k)
mit einem geeigneten Startwert zo > 0 verwenden, was als Verfahren von
Heron bezeichnet wird. Hierbei kann man sogenannte quadratische Konver-

genz der Fehler e, = |\/a — zj| nachweisen, das heifit
ert1 < cep

beziehungsweise die Verdopplung korrekter Dezimalstellen in jedem Schritt,
sofern e < 1 gilt. Eine Realisierung findet sich in Abbildung 2. Die Kon-
vergenzgeschwindigkeit einer Fixpunktiteration ldsst sich mit einer Taylor-
Approximation quantifizieren. Gilt ¢'(z.) = 0, so folgt

Thsn 70 = plon) — plwa) = 5¢(€) e —z. ),
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was eine lokale, quadratische Konvergenz impliziert. Gilt ¢'(z,) # 0, so
folgt lokale, lineare Konvergenz epi1 < qey, falls |¢'(z)| < ¢ < 1 fiir alle
x € Be(zy) gilt.

oo

= 2

o))

while

S N R
X

X
6 €

heron.m
.0; delta = 1.0e-15;
= a/2; e = abs(x-sqrt(a));

e > delta
= (x+a/x)/2;
abs (x-sqrt (a));

7 disp([x,e]);

8 end

1
2

oo w

~

>> format shortE

>> heron
1.5000e+00
1.4167e+00
1.4142e+00
1.4142e+00
1.4142e+00

N P NN

.5786e-02
.4531e-03
.1239%e-06
.5947e-12
.2204e-16

ABBILDUNG 2. Berechnung einer Quadratwurzel nach He-
ron (links) und Resultate der Berechnung (rechts).

2.3. Instabilitdten. Rundungsfehler kénnen sich bei Problemen mit ge-
wissen schlechten Eigenschaften stark bemerkbar machen. Als Beispiel be-
trachten wir die Approximation der Kreiszahl 7, durch den Flicheninhalt
des Einheitskreises. Dazu wird der Kreis wie in Abbildung 3 mit n kongru-
enten Dreiecken approximiert, deren Hohen mit k,, bezeichnet werden, so
dass durch A, = nk,/2 die Fliche A = 7 angenidhert wird. Dieses Vor-
gehen wurde bereits von Archimedes im dritten Jahrhundert vor Christus
verwendet.

An

€n

— O,

ko 2
! 11

! 12

r=1 15
16
19
23
27

3.000000000000000
3.105828541230250
3.132628613281237
3.141592618640789
3.141592645321216
3.141592645321216
3.141593669849427
3.141586839655041
3.159806164941135
6.000000000000000

1.4159 x 1071
3.5764 x 1072
8.9640 x 10~3
3.4949 x 10~8
8.2686 x 10~?
8.2686 x 10~?
1.0163 x 106
5.8139 x 10~6
1.8214 x 1072
2.8584

ABBILDUNG 3. Approximation der Einheitskreisfliche mit
n Dreiecken (links) und numerisch bestimmte Flicheninhalte
A, und Fehler e,, = |A,, — w| mit n = 27 - 12 (rechts).

Es gilt k, = sin(27/n), wir wollen jedoch nur Grundoperationen und die
Quadratwurzel verwenden. Mit der Identitét sin o = 2sin(«/2) cos(a/2) und
der pg-Formel ergibt sich die Rekursionsformel

2k2, =1—+/1— k2.
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Mit sin(w/6) = 1/2 erhélt man den Startwert k12 = 1/2 und kann damit
eine Folge von Hohen bestimmen. Die praktische Umsetzung zeigt, dass
die Approximationen von 7 zunéchst besser werden, dann stagnieren und
schliefllich vollig unbrauchbar werden. Nutzt man eine binomische Formel
so erhélt man die dquivalente Darstellung

1++/1—k2 k2
2k3, = (1 — /1 —k2) * = n .
1+/1—-k2 1+4+1—k2
Mit dieser Formel ldsst sich 7 bis auf Maschinengenauigkeit anndhern. Es
zeigt sich, dass allgemein die Subtraktion nahezu gleichgrofler Zahlen ver-
mieden werden sollte.

% pi_approx.m % pi_approx-mod.m

1 1

2n=12; k = 0.5; J = 30; 2 n=12; k = 0.5; J = 30;

3 for j = 1:3J 3 for j = 1:7J

4 n = 2*n; 4 n = 2*n;

5 k = sqrt((l-sqrt(1-k"2))/2); 5 k = k/sqrt (2* (1+sqrt (1-k"2)));
6 A = nxk/2; e = abs(pi-A); 6 A = nxk/2; e = abs (pi-A);

7 disp([]j,A,el); 7 disp([j,A,el);

8 end 8 end

ABBILDUNG 4. Approximation der Kreiszahl m mit direkter
(links) und modifizierter (rechts) Formel zur Berechnung der
Hohe k,,.

2.4. Rechenaufwand. Die Berechnung der Determinante einer quadrati-
schen Matrix A € R™ "™ l&dsst sich mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz
durchfithren. Mit der Rekursionsformel

det A = Z(—1)1+ja1j det ;4\1]',
j=1

wobei ﬁlj die Teilmatrix ist, die durch Streichen der ersten Zeile und j-ten
Spalte entsteht, kann die Berechnung so lange auf die Bestimmung von De-
terminanten kleinerer Matrizen zuriickgefiihrt werden, bis schliefilich Matri-
zen mit nur einem Eintrag auftreten, siehe Abbildung 5. Der Rechenaufwand
wiichst allerdings dramatisch, beim Ubergang von n = 8 auf n = 10 steigt
die Rechenzeit um einen Faktor 90 = 9 - 10 und fiir Matrizen der Dimensi-
on n > 12 ist das Verfahren kaum noch am Computer in vertretbarer Zeit
durchfiihrbar. Praktisch und theoretisch sieht man, dass n! Rechenoperatio-
nen notwendig sind. Alternativ dazu liefert das Gaufische Eliminationsver-
fahren eine Faktorisierung A = LU mit Dreiecksmatrizen L und U, wobei
fiir die Diagonaleintridge von L insbesondere ¢;; = 1 gefordert werden kann.
Damit folgt mit den Rechenregeln fiir die Determinante, dass

det A =det LdetU = (fllfgz .. fnn)(ulll@g ... unn) = UL1U22 . . - Upp,
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wobei ausgenutzt wurde, dass die Determinante einer Dreiecksmatrix durch
das Produkt der Diagonaleintrige beziehungsweise Eigenwerte gegeben ist.
Ist also die Faktorisierung gegeben, so liasst sich die Determinante mit n — 1
Rechenoperationen bestimmen. Eine Uberpriifung des Eliminationsverfah-
rens zeigt, dass die Faktorisierung mit n® Rechenoperationen bestimmt wer-
den kann, erforderliche Zeilenvertauschungen kénnen in die Uberlegungen
einbezogen werden.

-3

% laplace.m

function val = laplace (A7)
= size(A,1);
i 1 _l: Ve 20 1 % laplace_hilb.m
Yi B '1 2 for n = 4:2:10
1 ==
" 3 A = hilb(n);
val = A(1,1); .
4 tic; d = laplace(A); toc
else
. 5 end
for j = 1:n
L = 230 >> lapl hilb
J = [1:3-1,3+1:n]; apace-fid

.000814 seconds.
.002340 seconds.
.108463 seconds.
.220774 seconds.

El d ti i
hat_ A_1j = A(I,J); apse ime is

val = val+(=1) " (1+3)...
*A(1,3) ...
x*laplace (hat_A_17);

Elapsed time is
Elapsed time is

T W N =
o O O O

Elapsed time is

end
end

ABBILDUNG 5. Berechnung der Determinante mit dem La-
placeschen Entwicklungssatz (links) und Laufzeiten fiir ver-
schiedene Matrixgrofen (rechts).

2.5. Robustheit bei Stérungen. Rundungsfehler lassen sich abstrakt als
Storungen auffassen und so kann man abstrakt beurteilen, ob sich ein Pro-
blem iiberhaupt und unabhéingig von speziellen Algorithmen approximieren
beziehungsweise numerisch 16sen lasst. Zur Veranschaulichung betrachten
wir die Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms. Konkret wahlen wir

p(z) = (x—a)" =0
mit einer gegebenen Zahl a, die dann die n-fache Nullstelle des Polynoms

ist. Wir storen jetzt den Summanden 0 und subtrahieren stattdessen eine
kleine Zahl € > 0, das heifit wir betrachten das Polynom

pe(x) = (z —a)" —e.
Die mdglicherweise komplexen Nullstellen sind gegeben durch Tr = a+
spe"/™ mit den n-ten Einheitswurzeln s;, = e2™/" L =1,2,... n. Diese sind
gleichméflig auf dem Rand des Einheitskreises verteilt, siehe Abbildung 6,

im Fall n = 2 sind es s1 = —1 und so = 1. Der Fehler zwischen den korrekten
Nullstellen x = a und denen des gestorten Polynoms betrigt e = |xp —
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Tg| = el/7 und dieser wird kleiner, wenn ¢ kleiner wird. Problematisch ist
jedoch, dass das Verhéltnis vom Ausgabe- zum Eingabefehler also

maxg=1,.n [Tk — Tk| gl/n

_ (1I-n)/n
= €
Hp _pa”CO(R) €

unbeschrankt ist fiir € — 0 und n > 2. Kleine Stérungen in den Daten des
Problems wirken sich also iiberproportional im Ergebnis aus. Man bezeichnet
daher die Nullstellenbestimmung von Polynomen als schlecht konditioniertes
Problem. Ein schlecht konditioniertes Problem des realen Lebens ist das
senkrechte Aufstellen eines Bleistifts.

et
R

ABBILDUNG 6. Die (komplexen) Nullstellen des gestorten
Polynoms p.(z) = (x — a)™ — ¢ liegen auf der Kreislinie um
a mit Radius r = /™.

2.6. Inexaktes Losen. Das Gaufische Eliminationsverfahren zur Losung
eines linearen Gleichungssystems fiihrt auf einen Aufwand von n® Rechen-
operationen. Ein im Sinne der Rechnerarithmetik exaktes Losen ist aber
selten erforderlich, da nicht nur Rundungsfehler das Ergebnis beeinflussen,
sondern die Daten auch durch Mess- und Modellfehler nicht als exakt an-
gesehen werden konnen. Diese Beobachtung fithrt auf die Idee, dass man
durch lediglich niherungsweises Losen des linearen Gleichungssystems den
Rechenaufwand erheblich reduzieren kann. Ein Ansatz basiert auf der Zer-
legung der Matrix A in ihren Diagonalanteil D und den Rest R = A — D.
Sofern D regulér ist, ist die Gleichung Az = b damit dquivalent zu den
Gleichungen

Dr=b—Rrxr <= xz=D'%— D 'Rua.

Die zweite Gleichung lésst sich dabei als Fixpunktgleichung = = () inter-
pretieren und fithrt auf die Iteration

Ty = D70 — D71Rxy

mit einem Startvektor zg € R™. Hiufig ergeben sich in wenigen Schritten gu-
te Approximationen. Die Auswertung der rechten Seite erfordert allgemein
einen Aufwand von n? Rechenoperationen, in vielen Fillen hat A bezie-
hungsweise R jedoch viele verschwindende Eintrige und der Aufwand ist nur
ein moderates Vielfaches ¢n von n. Wenn die Iteration schnell konvergiert,
wird somit der Aufwand zur Losung des Systems von n? auf cn reduziert,
was bei typischen GréBen von n im Bereich [102,10°] enorm ist. Um die-
sen Aspekt auszunutzen, muss im Programm in Abbildung 7 die Definition
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von A modifiziert werden, damit Multiplikationen mit Null vermieden wer-
den. Ein etwas besseres Konvergenzverhalten erzielt man mit der Iteration
Tpr1 = (D+U)"'b— D71 Lay, wobei U und L die Teilmatrizen von A ober-
halb beziehungsweise unterhalb der Diagonalen sind und in jedem Schritt
ein Gleichungssystem mit Dreiecksmatrix D + U gelost werden muss. Run-
dungsfehler sind hier unproblematisch, da konvergente Fixpunktiterationen
einen selbststabilisierenden Effekt haben in dem Sinne, dass jede Iterierte
als Startwert angesehen werden kann.

% jacobi.m
n = 10"4; b = ones(n,1);
A = zeros(n,n); A(1l,1) = 4; A(1,2) = -1; A(n,n) = 4; A(n,n-1) = -1;
for j = 2:n-1
A(3,3) = 4; A(3,3-1) = -1; A(],J+1) = -1;
end
% e = ones(n,1); A = spdiags([-e,4*e,-e],[-1,0,1],n,n);
D = diag(A); D_inv = D."(-1); R = A-diag(D);
x = zeros(n,1l); tol = 1.0e-3; ctr = 0;

while norm(A*xx-b) > tol
x = D.inv.x (b-Rxx); ctr = ctr+l; disp(ctr);
end

ABBILDUNG 7. Losen eines Gleichungssystems mit der
Jacobi-Iteration, die alternative Definition der Matrix A in
Zeile 7 vermeidet unndtige Multiplikationen mit Nullein-
tragen.

2.7. Approximation mit Polynomen. Aus Sdtzen der Analysis folgt,
dass sich jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall beliebig
gut durch Polynome approximieren lésst. Allerdings zeigen diese Resultate
nicht, wie man die Polynome findet beziehungsweise welchen Polynomgrad
man bendtigt, um einen vorgegebene Genauigkeit zu erzielen. Zur expliziten
Konstruktion solcher Polynome kénnen wir paarweise verschiedene Punk-
te xg,x1,...,2Ty im Intervall [a,b] wihlen und ein Polynom p; durch die
Forderung
pr(zi) = f(xi), i=0,1,...,n,

definieren. Um diese n + 1 Interpolationsbedingungen zu erfiillen, muss das
Polynom mindestens den Grad n besitzen. Aus dem Hauptsatz der Algebra
folgt, dass ein Polynom mit diesem Grad eindeutig definiert ist. Mit einer
Basis (p;)j—o,..n wie beispielsweise den Monomen pj(z) = 27, ergibt sich
der Koeffizientenvektor ¢ € R**! von p; aus dem Gleichungssystem Ac = f
mit A;; = pj(z;) und f; = f(xs), 4,5 = 0,1,...,n. Bei gewissen Funktionen
f und gleichméfig verteilten Punkten zg, z1, ..., z, beobachtet man jedoch,
dass die Polynome fiir grofler werdende Zahlen n nicht uniform konvergie-
ren, siehe Abbildungen 8 und 9. Dies lésst sich dadurch beheben, dass man
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die Absténde zwischen den Stiitzstellen am Rand kleiner wihlt, was durch
sogenannte T'schebyscheff-Knoten realisiert wird. Neben diesem Effekt ist zu
beachten, dass die Monombasis zu einer Matrix A mit ungiinstigen Eigen-
schaften fiihrt.

1 % interpolation.m

2 f = @(x) 1./(1+425%xx.72);

3 delta = 0.01; X = (-1l:delta:1); Y = f(X); n = 11;

4 % equidistant

5 x_eq = zeros(n+l,1l); y_.eq = zeros(n+l,1); dx = 2/n;
6 for k = 1l:n+1

7 x_eq (k) = -1+(k-1)*dx; y-eqg(k) = f(x_eqg(k));

8 end

9 p-eq = polyfit (x_eq,y-eq,n);

10 plot (X, Y, x_eq,y-eq, 'o',X,polyval (p_.eq,X)); title('equidistant');
11 pause

12 % chebyshev

13 x_.ch= zeros(n+l,1); y.-ch = zeros(n+l,1); dtheta = pi/ (2% (n+l));
14 for k = 1:n+1

15 x_ch (k) = cos((2xk-1)«dtheta); y-ch(k) = f(x_ch(k));

16 end

17 p-ch = polyfit (x_ch,y_ch,n);

18 plot (X,Y,x_ch,y-ch, 'x',X,polyval (p_-ch,X)); title('chebyshev')

ABBILDUNG 8. Polynominterpolation einer Funktion mit
gleichméflig und ungleichméfig verteilten Stiitzstellen.

equidistant chebyshev
™ T T T

ABBILDUNG 9. Polynominterpolation mit &quidistanten
Stiitzstellen (links) und Tschebyscheff-Knoten (rechts).

2.8. Wahl geeigneter Basen. Jeder Vektor x € R"™ ldsst sich beziiglich
der kanonischen Basis ey, eo, ..., e, darstellen, das heifit es gilt

n
T = 5 ager,
k=1
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wobei die Koeflizienten «y, gerade den Komponenten des Vektors entspre-
chen. Hat der Vektor z besondere Eigenschaften, ist er beispielsweise als
abgetastetes Audiosignal zu Zeitpunkten t1,ts, ..., t, gegeben, so ist es sinn-
voll, eine Basis vy, vo, ..., v, zu wihlen, die diese Eigenschaften beriicksich-
tigt. In diesem Fall haben viele Koeffizienten in der Linearkombination die
Eigenschaft betragsméfig sehr klein beziehungsweise vernachldssigbar zu
sein, sodass

n m
Tr = Zﬁkvk ~ Zﬁkevkw m < n.

k=1 =1
Ist zum Beispiel n = 10%, so kann der Vektor z oft mit m ~ 10? relevan-
ten Informationen gut dargestellt werden. Dies bezeichnet man als Daten-
kompression, was die Basis des digitalen Zeitalters ist. Die mathematische
Herausforderung besteht dabei in der effizienten Umsetzung des Basiswech-
sels. Werden die Vektoren (vg)r=1,.., als Grundschwingungen gewéhlt, so
ermoglicht die schnelle Fouriertransformation einen effizienten Basiswechsel.

2.9. Grofle Zwischenergebnisse. Zeilenvertauschungen sind beim Gauf-
schen Eliminationsverfahren nur dann erforderlich, wenn sogenannte Pivot-
Elemente, mit denen die Elimination von Eintrigen unterhalb der Diagonale
durchgefithrt wird, identisch Null sind. Zur Vermeidung von Instabilitdten
beziehungsweise starken Auswirkungen von Rundungsfehlern sollten Zeilen-
vertauschungen auch dann durchgefithrt werden, wenn Pivot-Elemente klein
im Vergleich zu anderen Eintrdgen sind. Andernfalls treten betragsméfig
grofle Zwischenergebnisse auf, wie man leicht am Beispiel

Bl

mit Losung (z1,x2) ~ (1, 1) priift. Dass diese Zwischenergebnisse auf grofle
Rechenfehler fithren konnen, zeigt die Storungsrechnung fiir die Summe s =
v +y2 + -+ + Y, mit exakten Summanden y; und und gestérten Werten
=1+ 6])y], sodass fiir die gestorte Summe 3 gilt

s—s—Zyj—s—Zl—i—a] S—Zejy]
7j=1

Fiir den relativen Fehler im Ergebnis |s — §]/|s| ergibt sich mit der Drei-
ecksungleichung und dem relativen Fehler |y; — y;|/|y;| = |¢;| der Daten,

dass
> i 1yl 195 — vl
Z‘JH]‘<( = >.£nax =L
|s| 5| ] =l |yl

Es kann also eine grofe Verstarkung des relativen Fehlers auftreten, wenn |s|
klein ist im Vergleich zu den absoluten Summanden |y;|. Die erste Unglei-
chung ist eine Gleichung, wenn die Stérungen dasselbe Vorzeichen wie die
Summanden haben, und die zweite Ungleichung ist eine Gleichung, wenn
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alle Storungen gleich grof§ sind. Das in Abbildung 10 gezeiget Programm
berechnet den Wert

s =+/x+ kexp(z — 1) + ksin(x3m/2)

fiir eine Stérung z = (1 + ;) von z = 1, was auf eine Verstdrkung der
relativen Fehler um den Faktor x & k fithrt und somit das Resultat bestétigt.

% intermediate_vals.m
x =1.0; s =1.0;
eps-p = 107 (=-5); k = 10°3;

Tt W N

x_.p = (l+eps-p) *x;
s.p = sqrt(x_p)tkrexp(x_-p-1)... 1 >> intermediate_vals
6 +k*sin (3xpirx_p/2); 2 1.0006e+03

7 e_.rel_s = abs((s_-p-s)/s);

8 e.rel_x = abs(eps_p);

9 kappa.rel = e_rel_s/e_rel_x;
10 disp (kappa-rel);

ABBILDUNG 10. Sind Zwischenergebnisse oder Summanden
betragsmiflig grofler als das Endergbnis, kann es zu einer
groflen Verstédrkung relativer Fehler kommen.

2.10. Abstiegsverfahren. Um ein (lokales) Minimum einer differenzierba-
ren Funktion ¢ : R” — R zu bestimmen, ist es sinnvoll, wie beim Abstieg in
einem Gebirge, die Funktionswerte schrittweise zu reduzieren. Um méglichst
rasch zu einem Minimum zu gelangen, sollte man fiir den jeweils néchsten
Iterationsschritt die Richtung mit der lokal grofiten Reduktion des Funk-
tionswerts wéhlen. Diese ist gegeben durch den negativen Gradienten der
Funktion. Ausgehend von einem Startwert xg € R™ wird damit eine Folge
von Iterierten xp, k = 0,1, ..., durch die Vorschrift

Ty = ) — apVg(xy)

bestimmt. Die Schrittweite oy sollte dabei sinnvoll gewéhlt werden, sodass
man nicht tatsichlich wieder einen gréferen Funktionswert erhélt. Abbil-
dung 11 zeigt einen typischen resultierenden Pfad auf dem Funktionsgra-
phen. Neben der Optimierung der Schrittweiten ist bei einer Klasse von Mi-
nimierungsproblemen auch die Optimerung der Suchrichtungen von Interes-
se. Bei quadratischen Minimierungsproblemen der Gestalt g(x) = (1/2)||Az—
b||? lisst sich damit sicherstellen, dass die Abstiegsrichtungen in einem geeig-
neten Sinne orthogonal zueinander sind und man mit maximal n Schritten
das Minimum erhélt.

2.11. Fehlerquellen. Bei der numerischen Losung einer mathematischen
Aufgabenstellung ergeben sich zahlreiche, meist unvermeidbare Fehler.
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ABBILDUNG 11. Illustration des Abstiegsverfahrens zur Be-
stimmung des Minimums einer Funktion.

1) Modellfehler: Hierunter versteht man den Fehler der oft vereinfachten
Darstellung eines realen Problems mittels mathematischer Gleichungen so-
wie Messfehler bei der Bestimmung spezifischer Problemeigenschaften.

2) Verfahrensfehler: Der verwendete Algorithmus zur Losung eines Problems
fithrt auf Fehler, die durch Approximationen kontinuierlicher Gréflen wie
Ableitungen oder Abbruchkriterien bei iterativen Verfahren verursacht wer-
den.

3) Rundungsfehler: Samtliche arithmetische Operationen des Computers
miisssen als fehlerbehaftet angesehen werden.

Es stellt sich heraus, dass relative Fehler besser zur Beurteilung eines Verfah-
rens geeignet sind als absolute Fehler. Unter der Konditionierung eines Pro-
blems versteht man die (vom numerischen Verfahren unabhéingige) Anfillig-
keit eines Problems auf Storungen, unter der Stabilitdt eines Verfahrens die
durch die Rechenschritte verursachte Fehlerverstirkung, und unter Konver-
genz die Verringerung des Verfahrensfehlers, wenn Approximationen verbes-
sert und Abbruchkriterien verringert werden.

3. VORGEHENSWEISE DER NUMERIK

Die Entwicklung numerischer Verfahren zur approximativen Losung einer
mathematischen Aufgabenstellung sollte die folgenden Aspekte beriicksich-
tigen:

Unerwartete Phanomene beobachten und verstehen

Methoden entwickeln, die Probleme vermeiden

Geeignete Fixpuntktgleichungen finden

Dominante Fehlerquellen identifizieren

Sinnvolle Konvergenzbegriffe verwenden

Besondere Eigenschaften von Problemklassen nutzen
Problemangepasste Basen konstruieren

Bedingungen fiir Konvergenz kritisch diskutieren



