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Ankiindigung: Zum Abschluss des Numerik-Jahres wird Jonathan Brugger am Ende der letzten
Vorlesung eine weihnachtliche Anwendung der Numerik von Eigenwertproblemen présentieren.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Bestimmen Sie eine Singuldrwertzerlegung der Matrix

-
A 13 1 -1 -3
T4\-1 -3 3 1)~
Berechnen Sie AT mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung sowie mittels der Identitit AT = (AT A)71AT,
Verwenden Sie AT, um das durch A und b = (4,1,2,3)" definierte Ausgleichsproblem zu l6sen.

Aufgabe 2 (242 Punkte)

(i) Sei V C R™ ein Unterraum und V' sein orthogonales Komplement. Zeigen Sie, dass eine eindeutig
bestimmte Matrix Py € R™*™ existiert mit Pyv = v fiir alle v € V und Pyw = 0 fiir alle w € V*.

(ii) Sei A € R™*". Zeigen Sie, dass ATA = P, 40 und AAT = Ppy 4.

Aufgabe 3 (24+441+1 Punkte)
Wir betrachten das folgende lineare Problem:
AeR™" beR™, ceR",
M ={z eR" : Az = b, z > 0}, (P1)

Finde 2* € M, sodass f(z*) = min f(z) == ¢ 'z
zeM

(i) Seiz* € M eine Losung von (P1). Zeigen Sie, dass * € OM, (d.h., z* liegt auf dem (topologischen)
Rand der Menge).

(ii) Zeigen Sie, dass wenn das Problem (P1) lésbar ist, dann ist mindestens eine Ecke auch eine
Lésung von (P1).

(iii) Sei die zuldssige Menge M von (P1) nichtleer. Beweisen Sie mit Hilfe des erweiterten linearen
Programms:

M ={(z,7) e R"xXR™ : Az + & =0, z,% > 0},
m
Finde (z*,%*) € M, sodass f(z*,#*) = min_f(z,%) = Ziﬂi’
(v.2)E T P

dass M mindestens eine Fcke besitzt. Zeigen Sie aulerdem, dass es endlich viele Ecken gibt.

(iv) Sei M nichtleer und beschriankt ist, zeigen Sie, dass das Problem (P1) eine Losung besitzt.

Tipp (Teil (ii)): Falls eine Losung « € M keine Ecke ist, dann gibt es ein y € ker(A), sodass y # 0,ys, = 0. Kénnte
z + ty (fiir geeignet gewéahltes ¢t € R) sowohl eine Ecke, als auch eine Losung sein?

Tipp: Sie diirfen Teil (ii) in Teil (iii) und Teil (iv) verwenden, auch wenn Sie ihn nicht gelést haben.



