ZUSATZMATERIAL UND KORREKTUREN ZUR 2.
AUFLAGE VON NUMERIK 3X9

S. BARTELS, 16.12.2024

Kap. 1: Ausléschung.

Zu Ausloschungseffekten kann es kommen, wenn betragsmifig grofle Zwi-
schenergebnisse oder Summanden in einer Rechnung auftreten.

Satz 1. Sei ¢(z,y) = x —y # 0 und seien z,y Stérungen von x,y. Dann
werden die relativen Fehler e, = |x — z|/|z| und ey = |y — y|/|y| mit dem
Inversen der exakten Differenz § = x — y und der Summe der Betrdge von
x und y verstirkt, das heif$t es gilt

es = |(l‘ — ?L:) |;_| (y B g)‘ < |(5|_1(|£C| + \y|)maX{5x,8y}-

(i) Ist s = y1 +y2+ -+ yp und s = Y1 + Yo + -+ + Yn, mit relativen
Fehlern e; = |y; — vi|/|yi|, dann gilt fir den relativen Fehler es = |s — s|/|s|
der gestorten Summe, dass

1 n
€s < (— ) €
< ; [vil) max e,
eine starke Fehlerverstirkung tritt auf, falls |y1| + |y2| + - -+ |yn| > |s| gilt.

Beweis: (i) Die erste Aussage folgt mit der Dreiecksungleichung.
(ii) Mit Faktoren o; € {£1}, sodass o;e; = (y; — yi)/y: gilt, ist die gestorte
Summe gegeben durch

n

n
§=) (I+oie)yi=s+ Y oicyi.

=1 =1

Die Dreiecksungleichung impliziert die behauptete Abschéitzung, die optimal
ist, falls beispielsweise o;e;y; > 0 fiir ¢ = 1,2,...,n gilt. ([

Kap 5: Ausgleichsprobleme.

Die theoretische Konstruktion der Losung des Ausgleichsproblems und die
Verwendung der Q) R-Zerlegung sind in Abbildung 1 illustriert.
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c= Rx

ABBILDUNG 1. Abstrakte Losung des Ausgleichsproblems
iiber die Zerlegung b = Az +r mit 7 € ker A" (links), Trans-

formation des Augleichsproblems mit der ) R-Zerlegung von
A (rechts).

Kap. 11: Baryzentrische Lagrange-Basis.

Ein alternativer Zugang zur Auswertung eines Interpolationspolynoms p
folgt aus der baryzentrischen Darstellung der Lagrange-Basispolynome. Mit

n
vi= JI @-z)" we) =][@-2),
gilt Li(z) = yw(z)(x — x;) 7 fiir © # x;, und folglich
n

p(z) = w() Z(SE — ;)" iy

i=0
sowie p(z;) = y; fir i = 0,1,...,n. Im Fall yg = y1 = -+ = y, = 1 gilt
1=w(z) Y " vi(r —2;)~ und somit
o) = Yol = @) vy
Yol — @) i
Diese Darstellungen von p lassen sich in O(n) Operationen auswerten, sofern
die Gewichte (7;)i=0,....n» zuvor berechnet wurden.

Kap. 12: Interpolation mit Splines.

Korollar 12.1: Sei s3 die ... Die Funktion f erfiille (i) f”(z) = 0 fiir
z € {a,b}, (ii) sh(x) = f'(x) fir © € {a,b} oder (iii) f@(a) = fO(b) fir
i = 0,1,2, im Fall natiirlicher, vollstdndiger beziehungsweise periodischer
Randbedingungen. Dann gilt ...

Kap 14: Summierte Trapezregel.

Bemerkung: Oft wird ein deutlich schnelleres Konvergenzverhalten der
summierten Trapezregel beobachtet. Fiir periodische Funktionen f € C*([0, 2x]),
deren Ableitungen bis zur Ordnung k periodisch sind, lésst sich fiir den Qua-
draturfehler 65 = |QV (f)—I(f)| die Ordnung 5y = O(h*) nachweisen. Wird
das Intervall [0,27] mit dem Einheitskreis in C identifiziert, und besitzt f
eine holomorphe Fortsetzung in einer Umgebung des Kreises, so ldsst sich

die exponentielle Konvergenzeigenschaft 6 = O(r~V) mit einer Zahl r > 1
beweisen.
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Aufgabe. Wir identifizieren periodische Funktionen f € C([0,27]) mit
Funktionen auf der Einheitskreislinie 9B1(0) C C mittels f(e'?) = £()
und betrachten

27
I(f) = i f(e?)ds.

Die Funktion f sei fortsetzbar zu einer holomorphen Funktion in Bz(0), 7 >
1. Integrale iiber Kreislinien dB,.(0) werden mit der Abbildung v(6) = rel’
als Linienintegrale verstanden, das heifit

2w

/BBT(O) J(w) dw = ) F(v(8))Y'(6) de.
(i) Zeigen Sie, dass die summierte Trapezformel gegeben ist durch
QV(h) = T3 p(e)
N &~ )

und dass sich diese auch als summierte Mittelpunktregel interpretieren lisst.
(ii) Aus der Cauchy-Integralformel ergibt sich fiir z € Bx(0) und 0 < r < T,
dass

o~ _ "0 1 f(w)
f(Z) = nZ:OCnZ , Cp = o = % /BBT(O) mdw

Beweisen Sie, dass I(f) = 2mco und |e,| < Myr™" mit M, = max,¢op, (o) |f(w)|-
(iii) Zeigen Sie, dass

QN(f) =27 an
/=0

und folgern Sie, dass |QN (f) — I(f)| < 2aM,.(rV — 1)~ = O(r—N) fiir alle
1 <r<7gilt.

Kap. 14: Aitkinscher Delta-Quadrat-Prozess.

Ist die Folge (xj)r>0 linear konvergent gegen x* mit Faktor 0 < ¢ < 1, so
gilt approximativ (z* — xx) ~ q(z* — z—1) sowie (z* — zp41) =~ q(z* — xp),
sodass sich ¢ eliminieren und z* approximativ bestimmen lisst, das heif3t

2 2
ThATheL “ T (6x)
= 1 —
Tpt1 — 2Tk + Tp—1 62xy

*N —
r =Yk+1 =

wobei 62, = Tpy1—2p und 02wy, = 241 —2T+2_1 seien. Unter bestimmten
Voraussetzungen an die Differenzen z; — z* kann quadratische Konvergenz
gegen z* fir die Folge (yi)r>2 bewiesen werden. Das Vorgehen wird als
Aitkinscher Delta-Quadrat-Prozess bezeichnet.
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Kap. 15: Fixpunktiterationen.

Beispiel 15.1: (ii) Ist ® € C!(R), so ist die Fixpunktiteration zy 1 =
®(x) zur Bestimmung eines Fixpunkts x* von & lokal und linear konver-
gent, falls |®'(2*)| < 1 gilt, was unmittelbar aus dem Mittelwertsatz folgt.
Im Fall ®(z,) = 0 gilt lokale, quadratische Konvergenz, wie eine Taylor-
Approximation zeigt, das heifit

Pt = B(a) — () = SO (a — o)

(iii) Konvergente Fixpunktiterationen sind robust beziiglich Rundungsfeh-
lern, da sie selbststabilisierend sind in dem Sinne, dass jede Iterierte als
neuer Startwert der Iteration betrachtet werden kann.

N
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ABBILDUNG 2. Lineare (links) und quadratische (rechts)
Konvergenz von Fixpunktiterationen.

Kap. 21: Konvergenz von Einschrittverfahren.

In wichtigen Spezialfiillen lassen sich prézisere Fehlerabschitzungen bewei-
sen, die zudem zu wichtigen allgemeinen Erkenntnissen fiihren.

Beispiel 21.3: Wir betrachten die Gleichung ¢/ = Ay mit einer Zahl \ <
0. Fiir das explizite Euler-Verfahren erhalten wir mit e = y(t;) — yi die
Fehlergleichung

err1 = (1+ 7N )e, + Tgexpl (tk,y(tk)ﬁ)-
Sofern mnicht |1 + 7A| < 1 oder 7 < 1/(2|\|) gilt, ist mit einer Fehler-

verstirkung in den Zeitschritten zu rechnen. Dies erklért die Schrittweiten-
bedingung des vorigen Resultats. Fiir das implizite Euler-Verfahren ergibt
sich die Fehlergleichung

(]_ — T)\)€k+1 =e + T&mpl (t]m y(tk)7 T)'

Da 1 — 7\ > 1 gilt, tritt eine Fehlerdimpfung auf. Aus |1 — 7A|~! < 1 folgt
fiir die absoluten Fehler uy = |eg|, dass

U1 < ug + er?.
Fine Summation iiber £k =0,1,...,£ —1 mit 0 < ¢ < K zeigt

tr) — < cI'T.
kfgﬁ?fKM k) =kl < It
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Diese Abschéitzung gilt ohne Schrittweitenbedingung und ohne exponentielle
Abhéngigkeit von T und |A|.

Kap. 24: Initialisierung von Mehrschrittverfahren.

Bemerkung: Eine Zweischrittmethode mit quadratischer Konsistenzord-
nung kann mit einem Schritt des impliziten oder expliziten Euler-Verfahrens
initialisiert werden. Ist im Fall des expliziten Euler-Verfahrens beispielsweise
y1 = yo + 7f(0,y0), so ergibt sich der Konsistenzfehler

72

y(m) = yo = 7f(0,90) = y(7) = y(0) — 79/ (0) = 5" (&)

mit ¢ € [0,7], und es folgt y1 — y(t1) = O(72). In der Konvergenzanalyse
des Euler-Verfahrens wird ein Faktor 7 befiotigt, um die Akkumulation der
Fehler mehrerer Zeitschritte ¢, = k7, k= 1,2, ..., K, zu kontrollieren.
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Wichtige Korrekturen.

S.5 In Satz 1.1 wird die Summe der komponentenweisen relativen
Fehler des Arguments betrachtet.

S. 36 In der Produktdarstellung von ) sind Einbettungen v; =
[0,v;] € R™ der Vektoren v; zu verwenden.

S. 133 Die Bedingung an € sollte die Konstante c3 enthalten.

S. 295/296 || In Aufgaben 29.7.2 und 29.7.3 sind A" und A} durch )\
beziehungsweise A, zu ersetzen.

S. 291 In Aufgabe 29.5.10 ist der Ausdruck O(h37) durch O(h7*?) zu

ersetzen.




