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Einleitung

Die heutigen schnellen Computer erlauben es, eine Vielzahl von Vorgidngen in der Natur oder in
der Industrie zu simulieren. Numerische Simulationen auf modernen Rechnerarchitekturen gestat-
ten prizise quantitative Vorhersagen, die experimentell gar nicht oder nur mit extremem zeitlichen
und finanziellen Aufwand zu erhalten sind: Beispiele sind Crash—Tests in der Automobilindustrie,
Flugsimulationen in Luft— und Raumfahrt, Chip—Design in der Mikroelektronik oder Computerto-
mographie in der Medizin. Tatsdchlich werden diese modernen Simulationen nicht nur durch die
exponentiell wachsende Hardwareperformance sondern auch und gerade durch schnelle Algorith-
men und optimierte mathematische Verfahren moglich. Fiir station&re Probleme finden sich in der
Literatur zahlreiche Arbeiten zur zuverldssigen, effizienten Berechnung wohingegen instationdre Si-
mulationen durch die rasende Software- und Hardware-Entwicklung erst mehr und mehr realisiert

und analysiert werden.

Die vorliegende Arbeit ist der Mathematik elektromagne-
tischer Streufelder im zeitabhdngigen Fall gewidmet, wie
sie in einer Vielzahl von realen Prozessen auftreten. Immer
dann, wenn ein Feld oder eine Welle auf ein Objekt trifft,
wird eine reflektierte Welle zuriickgeworfen: In der Radio-
logie, in gestreuten akustischen Signalen, z.B. Ultraschall-

Untersuchungen oder Elektrosmog, werden aus der gemesse- K

nen reflektierten Welle Informationen iiber das reflektieren-

de Objekt gewonnen. Eine Skizzierung dieser Situation ist in

Abbildung 1 gezeigt.

Abbildung 1 Reflektion eines einfallen-

Ausgehend von der mathematischen Modellierung des phy- den Feldes

sikalischen Vorgangs in Kapitel 1 wird die Existenz und Ein-

deutigkeit von Lésungen der resultierenden Gleichungen im zweiten Kapitel fiir einen Spezialfall
und im vierten Kapitel fiir das Modellproblem untersucht. Es wird ferner eine Zeit—-Raum Varia-
tionsformulierung studiert, die die numerische Simulation der Situation ermdoglicht. An verschie-
densten Beispielen werden die Algorithmen getestet und auf ihre praktische "Verwendbarkeit’ hin

untersucht. Die Algorithmen und numerischen Ergebnisse finden sich in den Kapiteln 3 und 5.

Elektromagnetische Felder werden durch die Maxwellschen Gleichungen der Elektrodynamik be-
schrieben. Dabei sind vom Medium abhingige Konstanten zu beriicksichtigen. Liegen zwei un-
terschiedliche Medien vor, die durch eine gemeinsame Grenzschicht getrennt sind, so werden die
das Feld beschreibenden Quantitdten im allgemeinen unstetig sein. Genau diese Unstetigkeiten
beschreiben die in der untersuchten Situation relevanten physikalischen Groéflen: Trifft ein elektro-

magnetisches Feld auf eine leitende Oberfliche, so werden auf dieser ein Oberflichenstrom und



eine —ladung induziert, die das gestreute Feld in eindeutiger Weise beschreiben. Abstrakt ist das
Modellproblem als ein System partieller Differentialgleichungen mit einer Transmissionsbedingung

zu erfassen.

Zur rigorosen Analyse der Gleichungen wird

der skalare Fall betrachtet, das heifit es wird

0.8

oer ein Transmissionsproblem fiir die Wellenglei-

04r 1 chung in drei Raumdimensionen untersucht. Ei-
02t | ne Spektraltransformation iiberfiihrt die Wellen-

gleichung in eine durch die Transformationsva-

riable parametrisierte Familie von Helmholtz—
Gleichungen. Um Existenz und Eindeutigkeit

von Losungen dieses zeitharmonischen Problems

7zu beweisen mufl die Transformationsvariable

0 aus der oberen komplexen Halbebene gewé&hlt
werden. Diese Forderung vermeidet das Auftre-

Abbildung 2 Numerische Losung der instabilen Kol- ten von Singularititen durch Eigenwerte des La-

lokati thode. igt ist die induzierte Dicht .
okationsmethode. Gezeigt ist die induzierte Dichte place Operators und ermdéglicht auflerdem Nor-

am Mittelpunkt einer reflektierenden Oberflache

mabschdtzungen, die die Abhingigkeit von der
Variablen beschreiben. Ausgehend von der Fundamentallésung der Helmholtz—Gleichung wird eine
Darstellungsformel hergeleitet. In dieser Formel treten Randintegrale auf, in denen das Integrations-
gebiet die reflektierende Oberfliche ist und in den Integranden die induzierten Oberflichenquan-
titdten auftauchen. Die Darstellungsformel fiihrt auf einen Randintegraloperator, dessen Abbil-
dungseigenschaften analysiert werden. Mittels der Fourier—Laplace—Transformation 148t sich dieser
Operator auf den zeitabhdngigen Fall iibertragen. Die Holomorphie und die Vertauschbarkeit mit
der Transformation des schwach singulidren Integraloperators sind die kritischen Punkte der mathe-
matischen Analyse. Die wesentliche Eigenschaft des Operators, die Elliptizitat, iibertrdgt sich auf
den zeitabhingigen Fall. Mathematische Werkzeuge beim Ubergang vom Frequenz— zum Zeitraum

sind dabei die Parsevalsche Formel sowie eine Version des Satzes von Paley—Schwartz—Wiener fiir

temperierte Distributionen.

Die Elliptizitdt des (zeitabhingigen) Randintegraloperators ermdoglicht die Umformulierung des
Problems als Randintegralgleichung, die als retardierte, das heifit zeitlich verzégerte, Potentialin-
tegralgleichung bezeichnet wird. Die Zeitverzogerung wird sich in der numerischen Behandlung als

wesentliche Schwierigkeit herausstellen.

Approximations— und Interpolationsaussagen in verallgemeinerten Sobolev—R&umen erlauben eine
a priori Fehleranalyse des neu formulierten Problems. Fiir lineare Ansatzfunktionen im Ort und
quadratische Funktionen in der Zeit ergibt sich unter der Annahme, dafl die Diskretisierung der
Integralgleichung exakt erfolgt, eine Konvergenzordnung O(h). In der Praxis ist es im allgemeinen
nicht méglich oder zu aufwendig, eine exakte Diskretisierung durchzufiihren. Durch Approximatio-

nen treten Instabilititen auf.



In den numerischen Experimenten zum skalaren Problem wird zunichst einer Kollokationsmetho-
de von Davies und Duncan [DaDu] gefolgt. Diese stellt sich, wie beispielhaft in Abbildung 2 zu
sehen ist, als instabil, das heifit der Fehler der numerischen Approximation wichst mit der Zeit,
heraus und rechtfertigt so aufwendigere und mathematisch besser erfafibare Variationsformulierun-
gen. Das entsprechende Galerkin—-Schema zeichnet sich in den Beispielen durch iiberraschend gute
Stabilitdtseigenschaften aus. Die stabile numerische Losung in Abbildung 3 zeigt ein physikalisch
sinnvolles Abklingverhalten.

Beide Diskretisierungsansitze fiihren auf Konvolutionssummen, aus denen sich ein im allgemei-
nen implizites Zeitschrittverfahren herleiten 148t und die deutlich die Physik der Wellengleichung
widerspiegeln. Eine diskrete Fourier—Transformation erlaubt schliellich die Berechnung von Ampli-
fikationsfaktoren, deren Beschranktheit die numerische Stabilitdt indiziert. Der Stabilitdtstest zeigt
die nahezu uneingeschrinkte Stabilitdt des Galerkin—Schemas und erkennt die instabilen Frequen-

zen der Kollokationsmethode.

Mit dem Galerkin—Schema steht damit ein Ver-

0.5

fahren zur Verfligung, dessen hohe Stabilitdts-
eigenschaften bisher nur durch verschiedene,
schwer motivierbare Modifikationen der Algo-
rithmen aus den Kollokationsmethoden erreicht

werden konnten. Als Nachteil des Galerkin—

Schemas erweisen sich neben den hohen nume-
rischen Kosten auch die nicht optimalen Ap-
proximationseigenschaften. In der Arbeit wer-

den verschiedenste Modifikationen zur Verbesse-

rung der Approximationseigenschaften und Re- - = - -

duktion des numerischen Aufwands vorgestellt
Abbildung 3 Numerische Losung des stabilen

Galerkin—Schemas. Wieder ist die induzierte Dichte
am Mittelpunkt der Oberfliche gezeigt

und deren Auswirkungen auf die Stabilitdts— und
Konvergenzeigenschaften analysiert. Es kann ab-
schlieBend kein optimaler Algorithmus angege-
ben werden, jedoch einer, der verniinftige Approximationen liefert und nur auf sehr feinen, kaum
berechenbaren Netzen instabil wird. AbschlieBend werden Diskretisierungen héherer Ordnung dis-

kutiert.

Die Analyse des vollstindigen Problems, das heifit im wesentlichen des vektorwertigen Falls, 148t
sich wie die Analyse des skalaren Falls durchfiihren, es sind jedoch zwei gekoppelte Felder zu betrach-
ten und statt eines Gradienten ist der auftretende Differentialoperator die Rotation. Im Hinblick auf
die von den Oberflichenquantitidten erfiillte Ladungserhaltungsgleichung miissen Oberflichendiffe-
rentialoperatoren und korrespondierende Spurrdume betrachtet werden. Wiederum 148t sich eine
Zeit—-Raum Variationsformulierung fiir die sogenannte Feldintegralgleichung, die eine Kombination

zweier retardierter Potentialgleichungen ist, herleiten.



Die Diskretisierung der Feldintegralgleichung erfolgt wie im Fall der Potentialintegralgleichung. Es
ist iiberraschend, dafl die resultierenden Algorithmen extrem instabil und damit kaum brauchbar
sind. Aufgrund dieser Tatsache wird zur praktischen Berechnung die Feldintegralgleichung zerlegt
und ein System zweier partieller Differentialgleichungen und zweier retardierter Potentialintegral-
gleichungen betrachtet. Hier lassen sich die Erkenntnisse aus der Analyse im skalaren Fall direkt
und erfolgreich verwenden. Ein Algorithmus von Rynne [RySm] kann durch Behandlung der Inte-
gralgleichung mit Galerkin—-Methoden stabilisiert werden, ohne den Ausgangsalgorithmus zu mo-
difizieren. Abbildung 4 zeigt den auf einer Oberfliche induzierten Strom. Da dieser Algorithmus
jedoch sehr speziell ist und nur auf achsenparallelen Oberflichen verwendet werden kann, wird zum
Schluf} einer Diskretisierungsmethode von Davies [Da4] gefolgt. Diese verwendet ein vektorwertiges

Raviart-Thomas Element, das der Physik des Problems gut angepafit ist.

Die vorliegende Arbeit ist die Fortsetzung einer
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Kapitel 1
Formulierung des Modellproblems

In diesem Kapitel wird eine kurze Illustration der Maxwellschen Gleichungen gegeben. Aufbauend
darauf wird die Modellsituation elektromagnetischer Streufelder formuliert. Details zu den Max-

wellschen Gleichungen finden sich beispielsweise in [AlFi], [Jo], [Wa].

1.1 Das elektrische Feld

Elektrisch geladene Korper iiben Krifte aufeinander aus. Diese elektrische Erscheinung ist wohlbe-
kannt als eine Kraft, die ohne Vermittlung des Zwischenraumes von einem Korper auf einen anderen
wirkt. Die elektrischen Kréfte werden beschrieben als Krifte des elektrischen Feldes auf elektrisch
geladene Korper. Sind Stérke und Richtung des elektrischen Feldes in einem Punkt des Raumes be-
kannt, so lassen sich Vorhersagen iiber das Verhalten dort befindlicher elektrisch geladener Kérper
machen.

Will man das elektrische Feld um einen geladenen Kérper untersuchen, so mufl man Probekorper
in das Feld einfiihren, die sich unter dem Einfluf} der elektrischen Kraft bewegen kénnen. Definiert
man die elektrische Feldstirke als Quotient der Kraft, die ein positiv geladener Kérper im be-
trachteten Feldpunkt erfihrt, und seiner Ladung, so zeigen physikalische Experimente die folgende
Beobachtung.

Physikalische Beobachtung I. Die Feldstirke F in einem Punkt eines radialsymmetrischen
Feldes ist proportional zur Ladung des Kérpers und umgekehrt proportional zum Quadrat des

Abstands zum Koérper, d.h.

Ez)=cQ it

sofern der das elektrische Feld erzeugende Korper die Ladung @ tragt und sich am rdumlichen
Punkt y € R? befindet.

Der Proportionalititsfaktor ¢ wird ersetzt durch ﬁ mit der vom Medium abhingigen Dielektri-
zitdtskonstanten ¢, die im Fall des Vakuums gegeben ist durch

C
= 8.8542-10712 —
€ Vm

und als elektrische Feldkonstante bezeichnet wird.

Beispiel 1.1.1. Im Radialfeld, d.h. im elektrischen Feld einer positiv geladenen Kugel, nimmt die

Feldstarke symmetrisch nach auflen hin ab, wie die Abbildung 1.1 veranschaulichen soll.



Abbildung 1.1 Radialfeld einer positiv geladenen Kugel

Fiir das elektrische Feld gilt der Gaufische Satz, der eine Beziehung zwischen dem elektrischen Flufi
durch eine Oberfliche und den das Feld erzeugenden Ladungen angibt.

Satz 1.1.1 (Gauflsches Gesetz). Es sei Q ein beschrinktes Lipschitzgebiet und E das von den
in den Punkten ay, ..., ay € R®\ 9Q positionierten Ladungen gy, ..., gz erzeugte elektrische Feld, d.h.
) =Y L 1%

= dre |z — ajf?’

z € R3\ {ai, ..., ax}.

Dann gilt das Gaufische Gesetz

1
E-nds:zqu.

Ele! 4,0

Beweis. Durch direktes Nachrechnen verifiziert man div % =0 fiir z € R*\ {ay, ..., a} . Im
J

Fall a; ¢ Q, 7 =1,...,,n, kann das Divergenztheorem direkt auf 2 und £ angewendet werden. Im

Fall, da nur a; € Q gilt, sei eine Kugel B,(a1) C © gewdhlt und definiere Q,, := Q\ B,(a1). Das

Divergenztheorem kann nun auf ,, und £ angewendet werden und impliziert die Gleichung

0 = / div E dz
Qay

= F-nds
99,

= E-nds—l—/ F -nds.
a0 9Br(a1)

Auf OB, (ay) ist die duBere Normale gegeben durch n(z) = —1(z — @) und damit folgt

- r

12
E-nds:i/ |2 allads: q12/ lds =21,
20 4me JoaB, (ay) rlz — aq] dmer® J5B, (ar) €

Dies beweist die Behauptung fiir den Fall a; € €. Die allgemeine Aussage folgt analog. O

Die Ladung ¢ eines Ko&rpers kann allgemeiner gegeben sein durch eine Ladungsdichte p. Das

elektrische Feld ergibt sich dann als

1L ey (z—y)
Ele) = dme /Dp |z — y|3 4,



wobei D, die Region ist, die von dem die Ladungsdichte p enthaltenden K&rper eingenommen wird.

In diesem Fall lautet das Gauflsche Gesetz

E-nds:/pdm.
o0 Q

In der Situation kontinuierlich bewegter elektrischer Ladungen ist der Stromfluff j definiert als die
Ladung, die durch ein Flichenstiick AA pro Zeiteinheit At fliefit, d.h.

. AA

J = nqu,
wobei n die Anzahl der Partikel, ¢ deren Ladung und v deren Geschwindigkeit ist. Das Ohmsche
Gesetz besagt nun, dafl in einem elektrischen Leiter, wie beispielsweise Metall, der Stromfluf} pro-
portional zum elektrischen Feld ist, d.h. j = oF. Dabei ist o die Konduktivitit des Leiters, die
im Fall perfekt leitender Materialien gleich unendlich ist, was bedeutet, dafi das elektrische Feld

verschwindet.

1.2 Das magnetische Feld

Ahnlich wie elektrisch geladene Kérper zeigen auch magnetische Kérper Wechselwirkungen. Nicht
nur Magneten erzeugen Kraftfelder, die auf andere Magneten wirken, auch stromdurchflossene
Leiter erregen ein solches Feld. Umgekehrt werden auch bewegte elektrisch geladene Teilchen durch
Magnetfelder beeinfluit. Zur quantitativen Erfassung des magnetischen Feldes untersucht man die
Kraftwirkung des Feldes auf einen stromdurchflossenen Leiter. Der Leiter iibernimmt hier die Rolle
des beim elektrischen Feld verwendeten Probekdrpers. Mit Eisenfeilspine lassen sich magnetische
Felder sichtbar machen. Die sich bildenden Linien werden als Feldlinien des magnetischen Feldes

bezeichnet.

Analog zum elektrischen Feld soll ein Vektorfeld B definiert werden, dessen Richtung in jedem
Punkt tangential zu den Feldlinien liegt und dessen Betrag ein Maf fiir die Stirke des Feldes ist.
Die Orientierung wird so festgelegt, dafl die Richtung des Vektors B in einem Punkt die Richtung
ist, in die sich der Siidpol einer dort frei beweglich aufgestellten Magnetnadel einstellt. Mit diesen
Konventionen 148t sich die folgende Beobachtung machen.

Physikalische Beobachtung Ila. Die Kraft F' eines magnetischen Feldes, die auf einen senktrecht
zu den Feldlinien stehenden stromdurchflossenen Leiter wirkt, ist proportional zur Lange [ und

Stromstirke I des Leiters,
|F| = cll.

Die Kraft steht sowohl senkrecht auf dem Leiter als auch auf dem magnetischen Feld.
Die magnetische Flufidichte ist definiert als der von den Eigenschaften des Leiters unabhingige
Quotient |F'|/(Il). Der Betrag des magnetischen Vektorfeldes ist gleich der magnetischen Flufidichte.

Fiir das Magnetfeld erzeugt durch einen langen, geraden stromdurchflossenen Leiter lassen sich die

folgenden Eigenschaften experimentell nachweisen.



Physikalische Beobachtung ITb. Die magnetische Flufidichte im Abstand r von einem langen,
geraden, vom Strom I durchflossenen Leiter mit kleinem Querschnitt ist proportional zu I und

umgekehrt proportional zu r, d.h.

1
|B| = c—.
r

Die Richtung des magnetischen Feldes im Abstand r zum Leiter ist tangential zu einer Kreisli-

nie, die in jedem Punkt den Abstand r zum Leiter hat (vergleiche Abbildung 1.2). Hier wird die

!

(<Y

Abbildung 1.2 Magnetisches Feld eines langen, geraden stromdurchflossenen Leiters

Proportionalititskonstante c ersetzt durch p/(47) mit der vom Medium abhingigen Permeabilitéts-

konstanten u, die fiir Vakuum gegeben ist durch pg = 1.26 - 1076 Vs/(Am).

Fiir allgemeine stromdurchflossene Leiter 148t sich die Beziehung

B@)_ﬁtﬁ)jxw—th

T dr |z —y[3

nachweisen. Dabei ist j der Stromflufl im Kérper, der die Region D; einnimmt. Man rechnet leicht
nach, dafl diese Gleichung mit den Aussagen aus IIb vertriglich ist. Fiir das magnetische Feld gilt

das Ampéresche Gesetz, das auch als Durchflutungssatz bezeichnet wird.

Satz 1.2.1 (Ampéresches Gesetz I). Fiir ein beschrinktes Lipschitzgebiet Q@ C R? gilt das

Amperesche Geselz,

/ B -nds=0.
219)

Beweis. Es gilt

1 jX(w—wd

B(z) = — Y
(=) Ar Jp, |z —yP?

1

= —ﬂ/ J xgrad, ——dy

4r Jp, |z =yl
- £ curlz/ _J dy.
Ar p, [z =yl
Mit div curl = 0 und dem Divergenztheorem folgt die Behauptung. O

Die folgende Version des Ampeéereschen Gesetzes wird spédter bendtigt werden.



Satz 1.2.2 (Ampéresches Gesetz IT). Es sei S C R? eine glatte Oberfliiche, die durch den
geschlossenen Pfad L berandet ist. Es gelte j-n = 0 auf dD; und divj = 0 in D;. Die Zirkulation

des magnetischen Feldes entlang L ist dann gegeben durch

/B-d.l:,u/j-nds.
L S

Beweis. Es gilt

] 1
div/ J dy = / 7 -grad, —— dy
p, |z =yl D |z — y

J

1
= —/ J-grad, ———dy
D |z =yl

J

: J
= - div, ——— dy
/D 2~y

J

_ _/ I s,
aD; lz -yl

= 0,

wobei in der letzten Gleichung die Annahme, da§ j-n = 0 auf JD; gilt, ausgenutzt wurde. Aus

dem Beweis des vorigen Satzes folgt insbesondere, daf

crlB = Ecurl curl/ Ldy
Ar p, [z —yl
- _ v grad/ J dy | + igl‘ad div/ Ldy
4m p, lz =yl 4m p, lz =yl

= pj(z),

wobei benutzt wurde, daf} fiir eine stetige Funktion A gilt div (grad th |i(_y£| d.y) = —4rh(z). Der

Stokessche Integralsatz impliziert die behauptete Identitdt

/B-dl:/curlB-nds:,u/j-nds.
L S S

1.3 Elektromagnetische Induktion

Im vorigen Abschnitt wurde illustriert, daf elektrische Stréme magnetische Felder erzeugen. Fa-
raday ging der umgekehrten Fragestellung nach: Kénnen magnetische Felder elektrische Stréme
erzeugen. Nach langjihrigen Experimenten machte er die entscheidende Entdeckung: Nicht durch
die blofie Existenz eines Magnetfeldes wird in einem Leiter ein elektrischer Strom hervorgerufen (in-
duziert), sondern durch die zeitliche Verdnderung eines Magnetfeldes. Man nennt diese Erscheinung

Induktion.

Experimente, in denen ein Magnet durch eine Spule bewegt wird und eine sogenannte Induktions-

spannung erzeugt, zeigen die folgenden Ergebnisse.



Physikalische Beobachtung III. Die Induktionsspannung Uj; ist das Produkt aus der Windungs-
zahl k und der zeitlichen Anderung des magnetischen Flusses ® durch die von der Spule berandete

Oberfliche S, d.h. ® = ASB-n , wenn n der Normalenvektor und AS das Oberflichenmafl von S

sind,

= k.
v dt

Ferner 148t sich die Lenzsche Regel verifizieren: Der Induktionsstrom ist stets so gerichtet, dafl er
der Ursache seiner Entstehung entgegenwirkt.

Werden im Fall einer Windung die Enden der Spule kurzgeschlossen, so fliefit in ihr ein elektrischer
Strom, d.h. Elektronen bewegen sich in einem elektrischen Feld. Die elektrische Feldstérke dieses
Feldes ist durch den Quotienten der Spannung U; und die Linge [ des kreisférmigen Leiters gegeben.

Damit 148t sich das Induktionsgesetz in anderer Form schreiben,

dd
Ell=-=—.
|E] n

Allgemeiner gilt das Faraday—Henrysche Gesetz der elektromagnetischen Induktion,

/E-dl:—i/B-nds
L dt Js

dessen Giiltigkeit in Versuchen mit einem zeitlich verdnderlichen Magnetfeld wie in Abbildung 1.3

nachgewiesen wird.

Abbildung 1.3 Elektrisches Feld erregt durch ein instationdres Magnetfeld fiir d% fS B - nds positiv (links)

und negativ (rechts)

1.4 Ladungserhaltung und das Ampere—Maxwellsche Gesetz

Grundlegende Annahme dieses Abschnittes ist, dal in allen Prozessen, die im Universum auftre-
ten, der Gesamtbetrag elektrischer Ladung konstant ist, oder mit anderen Worten, daf} elektrische
Ladung erhalten wird. Mathematisch bedeutet diese Annahme, dafi die Verdnderung der Gesamt-

ladung in einem beliebigen Gebiet Q C R? zu einem Zeitpunkt gleich der Differenz von herein— und

—@ :/ 7-nds.

herausflieBendem Strom ist,



Nach dem Gaufischen Gesetz gilt fiir das elektrische Feld

q:e/ FE - nds,
o0

und damit folgt die Erhaltungsgleichung

d
/ Jjonds+e— E-nds=0, (1.1)
20 dt Jaq

die im stationdren Fall

/ j nds=0 oder divy =20
o0

lautet. Die zweite Version des Ampereschen Gesetzes besagte in dieser Situation, dafl fiir eine

Oberfliche S mit Rand L die Zirkulation des magnetisches Feldes entlang L gegeben ist durch

/B-d.l:u/j-nds. (1.2)
L S

In Abschnitt 1.2 wurde illustriert, dafl Stréme magnetische Felder erzeugen und daher liegt die
Vermutung nahe, dafl im Falle eines instationdren elektrischen Feldes das magnetische Feld nicht
mehr zeitlich konstant sein wird. Dies 148t sich experimentell auch zeigen. Durch Vergleichen der
Erhaltungsgleichungen kam Maxwell auf die Idee, die rechte Seite der Identitdt (1.2) durch den
entsprechenden Term der zeitabhdngigen Aussage (1.1) zu ersetzen und gab eine physikalische

Interpretation der resultierenden Gleichung

d
/B-dl:,u/j-nds—}—ue—/E-nds,
L s dt Js

dem Ampére—Mazwellschen Gesetz. Experimente, in denen ein elektrisches Feld zwischen den Plat-
ten eines Kondensators aufgebaut wird, zeigen, daf dieses Gesetz die instationdre Situation korrekt

beschreibt.

1.5 Die Maxwellschen Gleichungen als Erhaltungsgesetze

In den vorigen Abschnitten wurden die folgenden Erhaltungsgesetze fiir elektromagnetische Felder

in einem Gebiet 7' C R? fiir eine Ladungsdichte p und einen Stromflu j illustriert.

E-nds = 1/ pdz, (1.3)
a0 € Ja
/ B-nds = 0, (1.4)
o0
/E dl d B-nd (1.5)
dl = —— -nds, .
L dt Js
/B-dl = ,u/j-nd.s—l—,uei/E-nds. (1.6)
L s dt Js

Dabei ist Q@ C T ein beschrinktes Lipschitzgebiet und S C T eine glatte Oberfliche deren Rand

ein geschlossener Pfad L ist.

Zwar sind die beiden ersten Gleichungen unabhingig von zeitlichen Verdnderungen und die zweite
sowie dritte homogen, die vier Gleichungen zusammen sind jedoch in Ubereinstimmung mit zeitlich-

verdanderlichen Experimenten.



1.6 Konsequenzen der Maxwellschen Gleichungen

1.6.1 Konstitutive Beziehungen

Lemma 1.6.1. Fiir stetig differenzierbare Vektorfelder F, B in T', die die Maxwellschen Gleichun-
gen (1.3) -(1.6) erfiillen fiir alle S, C 7 mit einem stetigen Vektorfeld j und einer integrierbaren
Funktion p gilt fast iiberall in T

dive = 2 (1.7)
€
divB = 0, (1.8)
%,
IE+—=B = 0 1.9
cur +8t ) (1.9)
curlB—,ue%E = uj. (1.10)

Beweis. Eine Anwendung des Gaufischen Integralsatzes auf (1.3) und (1.4) mit einem beliebigen

Gebiet 2 C T zeigt
. 1
/dlvEdm:—/pd.ac
Q cJa

/Bd$:0.
Q

bzw.

Da 2 beliebig gewidhlt war, folgt
divE=" bmw. divB=o.
€

In (1.5) und (1.6) sei S C T beliebig gew&hlt. Dann folgt unter Anwendung des Stokesschen Satzes

/E-dl:/curlE-nds7
L S

/ curl ¥ + 2B nds =
s ot o

folgt. Da die Gleichung fiir beliebige Oberflichen S C T gilt, folgt

woraus mit (1.5) unmittelbar

0
|+ —B=0.
cur + En

Analog erhilt man

0
| B — pe—FE = pj.
cur ,ueat 17



1.6.2 Erhaltung elektrischer Ladung

Lemma 1.6.2. Fiir stetig differenzierbare Vektorfelder F, B in T', die die Maxwellschen Gleichun-
gen (1.3) -(1.6) erfiillen fiir alle S, C 7 mit einem stetigen Vektorfeld j und einer integrierbaren
Funktion p gilt

dp

51 +divj = 0.

Beweis. Eine Anwendung des Divergenzoperators auf die Gleichung (1.10) gibt, da div curl = 0,

divj—}—%divE:O.

Mit (1.7) also

dp

BT +divj = 0.

1.6.3 Transmissionsbedingungen

In diesem Abschnitt werden Stetigkeits- und Sprungeigenschaften elektromagnetischer Felder iiber
eine zwei verschiedene Medien trennende Grenzschicht hergeleitet. Wesentliche Annahme ist dabei,
dafl die Erhaltungsgleichungen auch bei der Betrachtung von zwei verschiedenen Medien giiltig

sind.

Definition 1.6.1 (Oberflichenstrom und -ladungsdichte). Wenn zwei verschiedene Medien
wy und wsq, in denen jeweils eine Ladung p; bzw. ps vorhanden ist, durch eine gemeinsame Grenz-
schicht v getrennt sind, so kann auf der Grenzschicht eine Oberfldchenladung p., entstehen. Ist dies

der Fall, so erfiillen p, mit p := py in w; und p := py in wy, und p, die Beziehung

/ pdm:/ pd;r—l—/ pd;r—l—/pwds.
w1 Uwy w1 w2 o

Analog hat ein auftretender Oberflichenstrom j., die Eigenschaft

/ jd.ac:/ jd.r—}—/ jd:c—l—/jwd.s.
w1 Uwsy w1 w2 ¥

Bemerkung 1.6.1. Der Strom und die Ladung werden hier global als Distributionen verstanden,

wihrend die Felder F, B als integrierbare Funktionen angenommen werden.

Lemma 1.6.3. Es seien F, B Lisungen der homogenen Maxwellschen Gleichungen in © U €' mit
Q' = R3\ Q. Die Funktionen ¢ und y seien definiert durch (g, ¢)lq = (uq,cq) und (g, €)|lg =
(g, €qr) sofern ugq, €q, fiqr, €qr die von den Medien abhingigen Konstanten bezeichnen. Ferner sei

[':= 09. Dann gilt:



1. Die tangentiale Komponente des elektrischen Feldes ist stetig in R, insbesondere verschwindet

der Sprung der tangentialen Komponente des elektrischen Feldes iiber T', d.h. [E - t]. = 0.

2. Die Normalenkomponente des magnetischen Feldes ist stetig in R3, insbesondere verschwindet

der Sprung der Normalenkomponente des magnetischen Feldes iiber I', d.h. [B - n], = 0.

3. Die Oberflichenladung pr ist gegeben durch den Sprung der Normalenkomponente des elek-
trischen Feldes iiber T', d.h. pr = —[e¢ E' - n]r.

4. Der Oberflichenstrom jr ist gegeben durch den Sprung der tangentialen Komponente des
magnetischen Feldes iiber I', d.h. jr = — [in X B} .

Beweis. Es sei w C R? ein Gebiet und ¥ eine Oberfliche, die w in zwei Teile w; und ws teilt. px
und jy seien die Ladungen, die auf ¥ konzentriert sind. Ferner bezeichne B; das magnetische Feld

in w; und By das in wy und analog seien F; und Fj fiir E definiert. Es folgt mit (1.6)

/ B-nds:/ B-nds:/ B-nds=0.
dw dwi Ows

Zeigt die Normale auf 3 von w; nach wq, so ist

0:/ B-nds—/ B-nds—/ B-nds:/ (B2 — By) - nds.
dw dwr Awsy YNw

Weiter gilt mit (1.5)

/ eE-nds:/ pdz, / eE-nds:/ pdz und /eE-nds:/pdaj.
8&)1 w1 8&)2 w2 8w w

Die Charakterisierung der Oberflichenladung besagt

/pdm:/ pd:z:—}—/ pd:z:—}—/ Py ds,
w w1 wa YNw

also
/ px ds = € Fy-nds— ¢ Fi -nds.
YNw YNw YNw
Mit (1.4) und f;curl Edz = [, ' x nds ist

d d d
- %/ Bde+ 2| Bde—-2 | Ba
0 dt ], m—}—dt/w v dt/w v

= F xnds— Fxnds— F xnds
dw dwq dwy

= / (El — Eg) X nds,
YNw



wihrend mit (1.3) folgt

/ Jeds =
bofale)

jdr —

jdx — /jdx
1 w2
]d$—/ jdx
1
8E T — /e—Ed$ /GQE(M
w wh wo 8t
1
= / —ands—/ —ands—/ —n X Bds
ow H By M By M

= / - [ln X B] ds
paPe) Y

Da w beliebig war, folgt die Behauptung. O

jdr —

Il
e
s\s\

+
U

1.6.4 Dimensionslose Gleichungen

Im folgenden werden die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum betrachtet, d.h. Gleichungen (1.7)—
(1.10) mit € = ¢p und p = po.
Um ein System von dimensionslosen Gleichungen zu erhalten, werden zunéchst die Variablen y und

T eingefiihrt, die zu den Variablen 2z und ¢ wie folgt in Relation stehen,

~ 1 m ~ m
E = E(z,t)--107% — B = B(z,t) —
(¥, 7) (z, )3 0" 57 (y,7) (z, )VS
- 6 m2 ~ 6 3
ply,7) = plz,t) =310 v Iy, ) =3-10° —pj(z,t)
Dann gilt
. ~ . m? 3 m? 5
dlvyE:d1VIE3-1067 :pEIOG‘—/ =p,
6 m?2
ley =div, B3-10 Vs =0,
- 0 = m? J m? J m?
curl, £ 4 EB = Curle‘—/ + &B v = (curl F+ atB> v =0
und mit 1/(ue) =9 -1012m?/s? folgt
0 em® 0 _g M5
CUIIB—a—E—Cu11B3 10 ﬂ—&E— 10 2

3 3

d m m
= 1, B —pe—FE)3-10°— =pj3-10°— =
(CUI Me(’)t ) 3-10 Vs ©wi3-10 Vs



Zum Schluf} seien wieder die alten Variablen betrachtet, d.h. es werden E,B,j,,ﬁ durch K, B

und 7 durch ¢ sowie y durch z ersetzt. Dann gelten die Gleichungen

divE =p
divB=0
d
|F+ —B=
cur +8t 0
curlB—%E:j.

v Js P

Bemerkung 1.6.2. Die Lichtgeschwindigkeit 1/,/fo€p wurde hier auf den Wert Eins skaliert.

1.7 Mathematische Modellierung elektromagnetischer

Streufelder

Abbildung 1.4 Einfallendes Feld und Streufeld einer Oberfliche S

Es wird nun die Situation betrachtet, in der ein gegebenes elektromagnetisches Feld E'¢, Bi" auf
eine perfekt leitende Oberfliche I' = 012 trifft. Das anliegende Feld ist Losung der homogenen Max-

wellschen Gleichungen im R und induziert auf I' einen Oberflichenstrom 5 und eine —ladungsdichte

p. Diese wiederum erzeugen elektromagnetische Felder £*!, B*% in Q und €' := R*\ Q. D

a das

gesamte Feld F'°t = Finc 4 [pscat ptot — pine . pscat aufgrund von Linearitit den Maxwellschen

Gleichungen in € sowie Q' geniigt, und T' als perfekt leitend angenommen wurde, also E auf '

identisch Null ist, muf} die tangentiale Komponente des Gesamtfeldes verschwinden. Das heifit aber

nx B = _px B auf T.

Insgesamt sind also Losungen des Auflenraumproblems
div ¥ = div B =0,

%B—i— curl E = 0,

—%E—FCUI‘IB:O in Q/XR>07

nx E=—-nxE"™ auf T =209,
E=B=0 in xR,

(1.11)



und des korrespondierenden Innenraumproblems
div ¥ = div B =0,

%B—i— curl £ = 0,

—%E—I—cuﬂB =0 in QxRsg (1.12)
nx E=—-nxE"™ auf T =209,
EF=B=0 in QxR
gesucht.

Lemma 1.7.1. Sind F, B Lésungen der homogenen Maxwellschen Gleichungen, d.h. 3 = p=01in
Q, €Y, so geniigen der Oberflichenstrom j und die -ladungsdichte p auf T', gegeben durch

j==[n-Elp bzw. p=—[nxB]p,
der Ladungserhaltungsgleichung
3}
divrj+ —p=0.
vrj+ 50 =0

Dabei ist divr j := n - curl(n x ), fiir eine glatte Fortsetzung von j auf eine offene Umgebung von

I', die Oberflichendivergenz von j.

Beweis. Es sei w C R? so, daB w durch T in zwei Teilgebiete w; C Q und wy C ' zerlegt wird.

Weiter sei S =I'Nw und L = 35 der geschlossene Pfad, der S begrenzt. Dann gilt

/dinjds = —/n-curl(nx[an])ds
s .

S

= —/n-curlnxnxB1d8+/n-curlnxan2d8
S S

S

= —/anXBl'dl+/anXB2'dl.
L L

Da auf I' gilt B=—n xnx B+ (n-B)n und da n-dl = 0 ist, folgt mit (1.5)

/divrjpds - /Bl-dl+/B2-dl
S L L

d d
= — [ Fy-nds+— [ Fy-nd
dtslns—}—dt/szns
d
_ES[E-n]Fds
d
= —— ds.
at |

Da w beliebig gew&dhlt war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 1.7.1. Fiir eine offene Oberfliche I' wird verlangt, dafi der Oberflichenstrom entlang
des Randes 01 flieit, d.h. j - (n x t) = 0, wobei ¢ der zum Rand von [' tangentiale Vektor ist. Es
gilt dann

d
—/pd.s:/dinjd.s:/n-curl(nxjp)ds:/ (nxj)-dl:/ jo(nxt)du=0,
dt Jr r r ar ar

d.h. die Gesamtladung auf I' ist zeitlich unverdndert.



Bemerkung 1.7.2 (Ausstrahlungsbedingungen fiir die Maxwellschen Gleichungen).

Fiir ein elektromagnetisches Feld F, B als Lésung des Modellproblems, werden zusitzlich die

(Bxi)—E = o(i), |z| = oo
|| ||
x 1
(EX—)—I—B = 0(—), |z| — oo.
|z| ||

gestellt. Dabei gilt: Ist eine der Bedingungen erfiillt, so auch die andere.

Ausstrahlungsbedingungen

1.8 Potentialdarstellung elektromagnetischer Felder

Satz 1.8.1. Es sei u € L*(R?)%. Dann gilt:

1. Ist curlu = 0, so existiert genau ein p € H'(R?) so, daB u = Vp.

2. Ist divu = 0, so existiert genau ein v € H'(R?)? mit divv = 0 so, daB u = curl v.

Beweis. Eine mehrfache Anwendung der Formel der partiellen Integration zeigt, daf§

/ |V'¢‘v|2dx:/ |cu1‘l'¢|2dm—|—/ (divep)? dz (1.13)
R3 RS RS

|

fiir Funktionen ¥ € W (R?)? := {¥» € L%(R?)?; (1 + |z|?) |2_18a¢ € L*(R*?,0 < |a] < 1}. Damit
definiert die Abbildung

AWy x Wy =R, (¥,n)— / curl ¢ curl ndz —I—/ div ¢ div ndz (1.14)
R3 R3
eine elliptische Bilinearform und es existiert eine eindeutige Losung des Variationsproblems

A = [ unds (ne WHRYD).

Die Losung v erfiillt insbesondere —A = u.

Es gelte divu = 0. Dann ist —A div = 0 und da div ¢ € L?(R?), folgt div ¢ = 0 in R>. Die Funk-
tion v := curl ¢ erfiillt dann wegen (1.14) die Beziehung u = curlv. Ferner gilt curlv € L%(R3)?
und div e € L?(R?), mit (1.13) also v € H'(R?)".

Es gelte curl u = 0. Dann ist —A curl¢ = 0 und da curl¥ € L?(R?)?, folgt curl?) = 0 in R>. Die
Funktion p := div ¢ erfiillt dann wegen (1.14) die Beziehung u = Vp. Ferner gilt p = div ¢ € L*(R?)
und Vp =u € L*(R?? also p € H'(R?). O

Die Formulierung der Probleme (1.11) und (1.12) zusammen mit den Stetigkeitseigenschaf-

ten elektromagnetischer Felder gestattet es nun, Lésungen in Form von Potentialen zu schreiben.
Satz 1.8.2. Es sei {F, B}, E, B € C'(Rs; L?(R?)?), Lésung von (1.11), (1.12). Dann existieren
A€ CY(Rso; HY(R??) und ¢ € C'(Rso; H'(R?)) so, daB

B =curl A und E=—grad¢ — %A.



A und ¢ kénnen so gewédhlt werden, daB sie die Lorentz-Eichung
0
divA+ —¢=0
AT 50

erfiillen und Lésungen homogener Wellengleichungen in  und €’ mit Null-Anfangsbedingung und
den Sprungbedingungen

sind.

Beweis. Es gilt fiir alle ¢» € D(R?®) unter der Verwendung der Tatsache, daB die Normalenkompo-

nente des magnetischen Feldes stetig ist,
<divB,¥p > = / Bgrad v dz —I—/ Bgrad ¢ dz
Q Q7

= /dingbdm—}—/ divadm—i—/[B-n]'z/)ds
Q Qf r
= 0,

also div B = 0im distributionellen Sinne und somit existiert ein Vektorfeld Ag € C''(Rso, H'(R?)?),
so daBl B = curl Ag. Dabei folgt die stetige Differenzierbarkeit in der Zeit aus der stetigen Differen-
zierbarkeit in der Zeit von B. Mit der Stetigkeit der Tangentialkomponente des elektrischen Feldes
folgt

J J J
= — / _
< curl (E—l— (%AO) , > /Q(E—I— (?tAO) curlpdm—l—/’ (E—}— (%AO) curl ¥ dzx
= / 1 E—|—£A W d: _|_/ 1| E+ ﬁA P d.
= chr 540 Y dx ’cur TR z
J
+/1“ [(E—l— EAg) xn] P ds

= 0,

also curl (E + 2 Ag) = 0 und somit existiert eine Funktion ¢g € C'(H'(R?)) derart, daf E+2Ag =
grad ¢g. Fiir eine Funktion ¢ € H'(R®) kann B dargestellt werden durch den curl von A :=
Ag — grad ©. Die Darstellung fiir ¥ mufl dann abgeidndert werden zu F = grad (qﬁo + %@b) - %AO.

Fiir gewdhlte Funktionen Ay und ¢g sei ¢ Losung der Wellengleichung

82
Ay — u682v dlvAo+ue—</>o-

Dann gilt
o¢ Do 9*y
dlvA—I—,ueat = div Ag — divgrad ¢ + pe— T + pe 2z
82
= div Ag + pe (,io (Ap Pe—— 72 )

= 0
und es folgt formal in R3\ T’

®,

0 =div ¥ = div (—grad¢— 88—1?) = —A¢—|—,ueat2



sowie mit curl curl = grad div —A

F
0 = curlB—,ueaa—t
= curlcurl A+ ea rad ¢ + 682
92
= graddivA — A4—|—ueg1ad—¢—}—ueat2
= grad | div A+ egcb —AA+ 682
2
= _AA+N€82

Da 0;A € C(H'(R%)?) gilt [Z2 +n] =0 und somit ist

st = [(-5-22) o] =- (.

Zum Nachweis der Sprungeigenschaft der Normalenableitung von A iiber I' sei ey, €3, e3 eine Or-
thonormalbasis des R® und 7, bzw. 7; bezeichne die Projektion auf die Normalenkomponente bzw.
auf den Tangentialraum am Punkt z € I'. Die Divergenz von A kann auf I geschrieben werden als

Distribution in H~'/2(T') (siehe [LiDa], Vol. 3 S. 210)

div A =divp(mA)+2H(n- A) + g(n - A).

n

Dabei beschreibt H die Kriimmung der Oberfliche. Es folgt also

divy [mAlp + 2H [n - A] + [;—n(n-A)]r = [Zﬂ in H~Y*(I).

Hier bezeichnet m; die Projektion auf die Tangentialebene und im weiteren sei zusitzlich =, die
Projektion auf die Normalenkomponente. Da offensichtlich [A] = 0, somit [A - n] =0, [7; Al =0
und [g_ﬂl“ = 0 folgt

0
A)l =0.
{an(n )] r ’
Da B = curl A und da die Normalenkomponente des magnetischen Feldes stetig ist, folgt
[curl A-n] =0,
d.h., der Sprung tangentialer Ableitungen von A verschwindet. Damit folgt
ol = el 1)
n-— = |[A-—| + -
a‘rl r afﬁl 8$1 T
0
= |=— (A
[8331 ( n)] r
= [er-grad(A - m)];
= [(Raler) + miler)) - grad (A 0],

= [mn-grad(A-n)]p + [7(er) grad(A - n)]p
= 0.



Fiir die erste Komponente von [B X n]. erhdlt man also

[B x "]r,1

Analoge Rechnungen fiir die anderen Komponenten von [B x n]. zeigen dann die Behauptung

[

2
an

A]F = [B X n]p.

O






Kapitel 2

Analyse der retardierten

Potentialintegralgleichung

In Abschnitt 1.8 wurde eine Darstellung des elektromagnetischen Feldes mit Hilfe von Potentialen
bewiesen. Diese stellten sich als Loésungen homogener Wellengleichungen heraus. Eine temporére
Fourier-Laplace-Transformation iiberfiihrt diese Gleichungen in eine durch die Laplace-Variable w
parametrisierte FFamilie von Helmholtz—Gleichungen. Entscheidender Aspekt der ersten Abschnit-
te dieses Kapitels sind Normabschitzungen, die sich mittels der Parsevalschen Formel auf den
zeitabhdngigen Fall iibertragen lassen. Dazu ist besonders die Abhingigkeit der Losung vom kom-
plexen Parameter w zu analysieren. Schlieflich wird eine Variationsformulierung fiir die Bestimmung
einer Ladungsdichte zu einem bekannten Potential im zeitabhdngigen Fall gegeben, die eine a priori
Fehleranalyse und eine Stabilitdtsaussage zur retardierten Potentialintegralgleichung ermdoglicht.

Es wird der Vorgehensweise von Bamberger und Duong in [BaDuo] gefolgt.

2.1 Die Helmholtz—Gleichung mit komplexem Parameter

Fiir ein beschrinktes Lipschitz—Gebiet © mit einem zweimal stetig differenzierbarem Rand I' := 01,
eine Funktion ¢ € Hl/Q(F) und eine komplexe Zahl w mit Imw > 0 ist eine Funktion u gesucht so,

daB u die folgenden Gleichungen im schwachen Sinne 16st

(A+wHu=0 in Q:=R3\Q,
(Fg)
w=g auf ['=0Q

und

" (A+w))u=0 in 9,
(Fg)
u=g¢ auf T

Von der Lésung u wird ferner verlangt, daf} sie die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung erfiillt,

x

T rad u(z) — iwu(z) = o (ﬁ) 2] = oo, (2.1)

|z]
uniform fiir alle Richtungen z/|z|.

Definition 2.1.1 (Schwache Losung). Eine Funktion v € HY(Q) n HY(Q') heiBt schwache
Lésung von (Pg) und (Pg), falls w = g auf ' und fiir alle v € H(Q2) und alle w € H' ()



gilt
/ (- gradugradv + w’ut) dz = 0 und (2.2)
Q
/ (- grad ugrad @ + w’u®) dz = 0. (2.3)

Bemerkung 2.1.1. Die Ausstrahlungsbedingung wurde hier durch die Forderung v € H'(Q')

ersetzt. Dies wird spiter genauer begriindet.

Bemerkung 2.1.2. Im folgenden wird nur die Existenz schwacher Losungen analysiert, daher wird

auch der Begriff ’Lésung’ statt 'schwacher Lésung’ benutzt.

2.1.1 Existenz und Eindeutigkeit

Satz 2.1.1 (Fortsetzungslemma). Es sei ¢» € H'/2(') und w € {z € C;Imz > o} fiir ein
0o € Rsq. Dann existiert ein v € H'(Q2) und ein v’ € HY(Q') so, daB v|p = v/|r = ¥ und

1
[ (00F + vl do < Crmax (1) ol 1
Jo 70 7

sowie

1
90 4o do < Comax (1) Lol
o 70 7

mit einer Konstanten Cr, die nur von I' abhdngt.

Beweis. Es sei (0;,®;)i1<j<s ein Atlas von I'. Durch Ubergang zu ciner dem Atlas unter-
geordneten Teilung der Eins kann o0.B.d.A. angenommen werden, dafl suppy C ' N 0. Fer-
ner kann angenommen werden, daf U = &;(0;) C {z € R? |a3] < 1,|(z1,22)] < 1} und
O =&, (0,N) C {z € R% a3 = 0,|(z1,22)] < 1} . Mit % := 9 o 7' gilt supp?> € O und
die Norm von % in H'/2(T') ist dquivalent zur Norm von 4 in H'/2(R?). Weiter gilt fiir eine Funk-
tion v € H'(Q) mit suppv C Oy und ¥ := v o @] sowie der Bezeichnung R? := R% x (0, 00)

/(|Vv|2+|wv|2) d;r:/ (J@7" - V> + |wd|?) | 1] dy,
Q 3nU

R+ﬁ

wobei die Determinante der Jacobi-Matrix, |J®;|, beschriankt ist, also
/ (IV]* + |wo|?) dz < C/ (IVD]* + |wd|?) dy.
Q RiﬁU

Es kann das folgende Problem betrachtet werden.
Finde W € H'(R3) so, daB

-A HW =0
HP) { (=2 + o)1
Wlr2y 0y = ¥-



Ist W Losung von (HP), so ist die in der Variablen y' = (yi, y2) partiell Fouriertransformierte W

von W L&sung von
2\ .~
iy | €71l = Sg) Wi =0
W(¢',0) = (&)
und gegeben durch
VV(5/7 yS) = {Z(gl)e—ys |§’|2+|w|27 ys > 07 5/ € RQ'

Mit

oo 12 2 1
/ e~ VIEPHRT gy
0

NEEE

und den Eigenschaften der Fourier—Transformation folgt

L WE W)y = [ [ W oW ) dynay

+
(2r) // <|§||W|2 ‘—W

= n? [ [ (€W (€ + PV + W) dyade
0

= @ [ [T (e ) D g

R2.J0

= @ [ [ 2 ) 19 VT g g

0

= (n)

+ |wvi/|2) dys d¢'

5

AP+ P [ e VIR ay,ag

R

= @02 [ (€2 + w2512 de.

—

R2

Offensichtlich gilt mit w =n+ ic

12 4 wf? = € + 2 + o <max(1 )<n L)1+ €,

a5
falls o > oy, also

~ 1/2 ~
e [ <|f'|2+|w|2)|¢|2,ds'smax(%,l) el [ (I P e
B2 T, R2

0

Da (QW)QIRQ(l + &2 )1/2|¢|2d§’ = HV”l/z - folgt

L QWP W) dy < max (1) ol 1R o

+

Zum SchluB sei eine Funktion 8 € C§°(Rxq) mit supp# C [0,1] und 8(0) = 1 gewdhlt. Es sei
dann 7(y) := 6(|ys]) und & := pW. Dann ist v := ¥ 0o ®; € H'(Q) und erfiillt v|r = 7 sowie die



Abschitzung

/ (IVo|* + |wv|?) dz < C’r/ (IV5)* + |wo|?) dy
Q RiﬂU

= Cr / . (VW) + |w(mW)[?) dy

L

= Co [ (T n(VW)E + W) dy
R+OU

< o [ (AT (WD + o)) dy
RinU
< Cr [ (mTWE+ W) dy
R NU
< Cr (VR W) dy
R4 NU
< Cr [ (VWP W) dy,
RS
+
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Lemma 2.1.1. Die Abbildung

u (/Q |Vul® + |wu|2dx) v (ue H'(Q))

definiert fiir w € C, Tmw > 0, eine Norm || - [[1 g, auf H'(Q). Ferner ist || - [|1 .. eine zu || - ||z1(q)

dquivalente Norm. Die gleiche Aussage gilt, wenn € durch Q' ersetzt wird.

Beweis. Offensichtlich definiert || - ||1 o, eine Norm auf H'(Q). Fiir u € H'(Q2) gilt

min(L, o) ||ullFq) < lullf o < max(L jwl)]ullf -
Im Fall von Q' folgt die Behauptung analog. O
Zum Nachweis der Existenz schwacher L&sungen wird der Methode der Variationsrechnung
gefolgt. Wesentliches Hilfsmittel ist dabei das Lemma von Lax und Milgram.

Satz 2.1.2 (Lax—Milgram Lemma). Es sei V ein komplexer Hilbert—-Raum und a : V. xV — C
eine stetige sesquilineare Form auf V und L : V' — C eine stetige lineare Abbildung. Dann gilt: Ist
a V—elliptisch, d.h. existiert eine Konstante o > 0 so, daf§

Rea(v,v) > a|lv||} (veV),

so hat das Problem

Finde u € V so, daf§
a(u,v) = L(v) firalleveV.

eine eindeutige Losung u € V.



Beweis. Siehe [LiDa]. O

Satz 2.1.3. Das Problem (Pg) hat fiir alle w € C mit Imw > 0 eine eindeutige Lésung u € H' ().
Die Lésung erfiillt

1 1
Jull g < € max (2,1 Pl 2:4)

falls Imw > g9 > 0. Wiederum gilt die gleiche Aussage fiir Q.

Beweis. Es wird der direkten Methode der Variationsrechnung gefolgt. Die Abbildung a : H'(2) x
H'(Q) — C,

(v1,v2) r—>/ (—VmVE—l—w?le) dx
Q

definiert eine Bilinearform auf H!(Q). Ferner ist a stetig, wie eine Anwendung der Hélderschen
Ungleichung in L%(2) und die Beziehung (a7 + 88) < v/]a|? + B2/ |72 + |32 fiir , 8,7,6 € C

zeigen. Eine Funktion u € H'(Q) ist genau dann eine Losung von (Pg) falls u[r = ¢ und fiir

vg € H'(Q) mit vo|r = g gilt
a(u — vg,v) = —a(vo, v) (v e Hy(Q)).
Wegen

U/ (IVv]* + |wol?) da = /U|VU|2—I—U|w|2|v|2d$
Q Q

= Im (/Q(n—ia)(—w-vm+(n+z’a)2(n—m)|v|2dm)

Im (B/ —|Vv|2—}—w2|v|2dm>
Q

Im (@a(v,v))

< [wa(v,v)]

= |wlla(v,v)|

und Im (wa(v,v)) = Re (—iwa(v,v)) ist @ H'(Q)—elliptisch und damit existiert nach dem Lax—
Milgram Lemma eine eindeutig bestimmte Funktion u € H'(Q) so, daB u|r = ¢ und a(u — vg,v) =
—a(vo, v) fiir alle v € H}(Q) und vg € H'(Q), vo|r = g. Fiir die Funktion u gilt a(u, v) = 0 fiir alle
v € H}(Q), also a(u, u) = a(u,u+ (vog — u)) = a(u,vo) und es folgt mit der Elliptizitit von a, der
Hélderschen Ungleichung in L2(2) und in R?

|| |w]

lllie < la(wu)l=—la(u,vo)|

< ] / |Vu||Vug| + |wu||wvg| dz
g Jq

]
< (IVull 2@y Vvollz2 ) + llwullz2 oy llwvollr2(q))

|| 1/2 1/2
< D (IVullaq + loulFa) " (I7v0l220) + lwvollZaa)

||
= —lulieclivollow.



Teilen durch ||u||1 g, ergibt ||u]|1,0,.0 < |;j—|H’U0H17Q7w. Ist vy gemidfB dem Fortsetzungslemma gew&hlt,

so folgt

w

oo < “iolha.
o
Cr 1
< — max (1—/2, 1) |w|3/2||g||1/27p.

o ol

Die Aussage fiir Q' folgt dhnlich. O

Bemerkung 2.1.3. Die Forderung Imw > 0 ist hier entscheidend, denn zum einen werden Un-
eindeutigkeiten durch (reelle) Eigenwerte des Laplace-Operators vermieden, zum anderen ist eine
Abschitzung der Form (2.4) fiir reelle Parameter w nicht méglich. Fiir w = 0 wiirde dann namlich

u = 0 folgen, was aber fiir g #Z 0 nicht der Fall sein kann.

2.2 Operatoren bezogen auf die Helmholtz—Gleichung

2.2.1 Der Dirichlet—Neumann Operator N,
Fiir die cindeutige Lésung v € H'(Q) N H' (') von (PY) und (P%,) zu gegebenem g € H'/*(T) sei
ou
NG ‘= | — 2.5
=53] (25
der Sprung der Normalenableitung von u iiber ', der definiert ist durch
@ _(0u;  Ou.
onlr" \on 0n)’
ou

Dabei ist 7= die Normalenableitung (im schwachen Sinne, vergl Satz 2.2.2) der Lésung in €,

o
wihrend u. fiir die Losung in Q' steht und 331;‘“ die Normalenableitung von . beziiglich der Zufleren

Normalen von €2 ist. Wesentliche Hilfsmittel zum Nachweis der Eigenschaften von N, sind ein

Spursatz sowie die verallgemeinerten Greenschen Formeln.

Satz 2.2.1 (Spursatz). Die Abbildung 7 : C*(Q) — H'/?(T'), ¢ + ¢|r 18t sich zu einer stetigen
linearen Abbildung auf H! () fortsetzen. Eine dhnliche Aussage ist giiltig fiir Q'.

Beweis. Siehe [A], [Cos]. O

Satz 2.2.2 (Verallgemeinerte erste Greensche Formel). Die auf C* () definierte Abbil-
dung 7, : v = v-n kann zu einem stetigen linearen Operator auf H (div, Q) in H~'/2(I) fortgesetzt
werden derart, daf fiir v € H (div, Q) gilt

/v-Vadm—l—/divvgdw =<v-n,¢>r (¢ H(Q).
Q

Q

Dabei bezeichnet < -, - >r die natiirliche Dualitit zwischen den Raumen H~'/2(T') und H'/?(I).



Beweis. Siehe [GiRa). O

Korollar 2.2.1. Es sei u € H'(Q) so, da Au € L*(Q) gilt. Dann ist 2% € H=Y2(T) und es gilt

/V'U-VEd:E:/AuEdm—}—< @,v >r (ve HY(Q)). (2.6)
Q Q on

Satz 2.2.3. Fiir Imw > 0 definiert N, einen Isomorphismus von H'/2(T') nach H~'/2(T'). Die

Operatornorm von N, ist beschrinkt durch

1 1
N,|| < Cr— max (—,1) |wl|?, (2.7)
g0 0o

falls Imw > ¢ > 0. Ferner wird durch N,, eine H'/?(I')-elliptische Bilinearform definiert. Genauer
gilt

Re < Nug, —iwg >r> Crogmin(ag, Vllgll}or (9 € H*(I)), (2:8)

falls Imw > g¢ > 0.

Beweis. Es sei ¢ € H'/2(I') und u die Lésung von (Pg) und (Pg). Falls uw € C'(Q) N C(Q) und
u € CHQ)NC(Y) so gilt nach der zweiten Greenschen Formel (2.6)

auiﬁds = / (VuVo — w?uv) dz (ve HY()), bzw. (2.9)
an On Q

aue@ds = —/ (VuVw — w?uw) dz (we HL,, (). (2.10)
an on / comp

Fiir den allgemeinen Fall v € H'(Q) N H' () wird 2% als Distribution in H~Y2(I') mit Hilfe der
rechten Seite von (2.9), die im {ibrigen gleich —a(u, v) ist, definiert. Mit den Stetigkeits—Abschdtzun-

gen fiir ¢ aus dem vorigen Abschnitt folgt

ou;
‘T ds
‘/BQ on

Ju,
wds
‘/SQ on

Mit dem Fortsetzungslemma angewandt auf v|p bzw. w|r und der Abschidtzung von u durch g aus

Satz 2.1.3 148t sich sowohl die Norm von 331;‘ als auch die von %1:;" in H_I/Q(F) abschitzen durch

< lulhawlvihes  (ve HY(Q),

bzw.

<lulhgwllvlhow — (we HI(Q)).

8u'i/e 1
S C'max —71 |w|1/2||u”19 QL w (211)
' O ||_yjar (03/2 ) /
1 1
< O max (21 [Pl o,
(o) agg

sofern Imw > 0p. Addieren der Gleichungen (2.9) und (2.10) sowie eine Anwendung der Dreiecks-

ungleichung zeigen schliefilich

1 1
HMMLmréﬂk—mw(—J)wwmmn-
(2]} (2]s}



Es sei jetzt v := —iwu und w = n+i0, ¢ > g9 > 0. Dann folgt mit der Greenschen Formel und

olr = —iwg
< %,—iwg >r = / (VuVE—chuE) dz
871 Q
= iw/ (VuVﬂ— w2uﬂ) dz
Q
= z/ @|Vu|? — wlwu|?) dz
Q
— / ((2'77—|—U)|Vu|2 - (—in— U)|wu|2) dz,
Q
also

Re < %,—iwg >r = U/ |Vu|* + |wu|? dz
871 Q

> ao/qu|2+03|ul2dw
Q

> aomin (03, 1) [[u]lF1 (g

> Cagmin(ag, 1)[lg7 /2

.. . . . . . . . Oue
wobei die letzte Ungleichung aus dem Spursatz folgt. Die gleiche Abschétzung lafit sich fiir %+

herleiten und Addieren der beiden Ungleichungen gibt die behauptete Elliptizitdtsaussage.
Die Elliptizitat der zu N,, geh6renden Bilinearform impliziert die Injektivitdt von N,,. Zum Nachweis
der Surjektivitit sei ¢ € H~Y2(I'). Dann definiert ¢ aber ein stetiges lineares Funktional auf

H'(Q) und somit existiert aufgrund der Elliptizitit von @ nach dem Lemma von Lax—Milgram ein

u e HY(Q)N H () derart, daf

< @, v >T= VuVo — wuvdz (v e HY(Q) N HY(Y)).
Que’

Mit den Greenschen Formeln ist dann aber N, (u|r) = ¢. Mit dem Satz vom inversen Operator

folgt die Behauptung. O

2.2.2 Fundamentallésung der Helmholtz—Gleichung und

Darstellungsformel

Es sei w € C mit Imw > 0. Um eine Losung der Gleichung
(A+wHu=3d in D'(RY), (2.12)

zu finden, wird die partielle Differentialgleichung zun&chst als rotationssymmetrisches Problem
auBlerhalb des Ursprungs betrachtet, d.h. gesucht ist eine Funktion f € C?(Rsg) derart, daB

1 (iRQO_f

2, .
®2\OR aR)+“f_0’ n Ko



Die Funktion g := R f erfiillt dann
0? 0? 9
(8R2—|—w)g:() bzw. Wg:—wg,

+wR ynd somit f = %eii‘“R. Da die Funktion f fiir das negative Vorzeichen im Ex-

also g = ce
ponenten exponentiell wichst, insbesondere also die Ausstrahlungsbedingung nicht erfiillen kann,
fiir das positive Vorzeichen jedoch rasch fillt, sei das positive gewdhlt. Es ist dann nur noch eine

Konstante ¢ zu bestimmen, so daf§ (2.12) gilt.

Satz 2.2.4. Die lokal integrierbare Funktion £ : R3\ {0} — C, z — ﬁewm ist eine Fundamen-
tallésung des Differentialoperators A + w?.

Beweis. Es sei ¢ € S(R?) mit supp ¢ C Bg(0) fiir ein k& € N. Dann ist, da F singulir im Ursprung

ist, der folgende Grenzwert zu betrachten.

(A+HE0) = (B(A+eh)e) = [ EA+eH)oda

= lim (/Kll?KkE(m)(A—l—wQ)qb(;r) d-:c) = lim J..

Dabei gilt fiir r < &

- w z 0¢ xa—Er s
b= /<|x|<k(A+ VE(@)é(e) dat |o|= ,-E( )8?1( ?) = o )ém( ) dss
= [ B - 6@ e @) ds.,

|=[=r
wobei das Volumenintegral verschwindet, da (A + w?)F = 0 in R\ {0} wihrend im Oberflichen-

integral zu beachten ist, dal der Normalenvektor zum Ursprung zeigt. In Polarkoordinaten gilt

% = —%, % = —% und g_E 1 (% — Z]‘g) e Damit folgt
oF 0¢
JIECI=CR <>ar<>s (213)
1 1 . ‘ZWT’ a¢
— _wr _ zwr d -
et = e + S 0
2r  pm/2 1 ) twr
_ T' /W/2 r2 2wr¢ ewﬁ"¢(m) + er %(1’) cosu du d,U7
2r /2 . 0
_ / €7 g (x) — riwe™ G (x) + re 22 (x) cos udu dv, (2.14)
/2 or
wobei z = r - (cosucosv,sinucosv,sinv). Es sei nun ¢ € Ry¢ beliebig gewihlt. Aufgrund der

stetigen Differenzierbarkeit von ¢ existiert eine Konstante C' > 0 so, da |¢(0) — ¢(z)| < C|z| und
|grad ¢(z)| < C fiir alle z € B(0). Fiir r < ¢ ergibt sich dann

1 2r  pm/2
— e ¢(x) cosududv — p(0
w ) e (0

2m
< L / e 7“|¢(0) — ¢(z)| cosu dudv
4n —7/2

2T /2
/ e ""Cecosududv
/2

IA

—0'6



Fiir die zwei verbleibenden Summanden in (2.14) gilt

1 2r /2 )

—/ / riwe™ ¢(z) cosu dudv| < C'ee™°

4 Jo —7/2
und

2m ¢
/ / e —Z(z) cosududv| < Cee™"°.

47T —7T/2 3

Insgesamt ist damit gezeigt, dal .J, — ¢(0) fiir r — 0. O

Lemma 2.2.1. Essei u € C%(R?) eine Losung der Helmholtzgleichung mit Imw > 0, die auBerdem
die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (2.1) erfiillt. Dann gilt fiir fixiertes » € R?

. 0 Ju
lim e ( (y )a—nyE(x —y) — a—ny(y)E(ac — y)) dsy = 0. (2.15)

R—oo

Beweis. Es wird zundchst gezeigt, dafl es eine Konstante C' > 0 gibt, derart daf§
/ lu|*ds, < C, R — 0. (2.16)
ly|=R

Zunichst folgt aus der Ausstrahlungsbedingung, daf§

0 = Ilim 8_u —wu| ds,
R—oo ly|=R 871
ou? ou

wobei wiederum n den duBeren Normalenvektor bezeichne. Es sei R so grof gewihlt, da Q C Bg(0).

Eine Anwendung der Greenschen Formel auf das Gebiet Bg \ Q ergibt dann

w/ 8 ds, _w/ u@ dsy—w|w|2/ |u|2dy—}—w/ | grad u|* dy.
bk On s On Br\Q Br\@

Das zweifache des Imaginirteils dieser Gleichung kann nun in (2.17) eingesetzt werden. Dies impli-

ziert die Identitit

. / ou|?
lim —
R—o0 ly|=R an

+|w|2|u|2) ds, +2m () [ (wPlul + [ grad uf) dy>
Br\Q

= —2Im (w /89 u% d8y> . (2.18)

Da alle vier Terme auf der linken Seite des Gleichheitszeichens positiv sind, und die Summe aller
vier endlich ist, muf auch jeder einzeln gegen einen endlichen Wert konvergieren. Damit ist (2.16)

gezeigt. In der offensichtlichen Identitit

/lylzR(ma%E(:c—y)—;—jy( B —y)) ds, = [ (g ta =) - iwBa-1) a5

[ Ee= (e =) s



kann die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung auf I; und I angewendet werden. Da

0 (z—y)-n 1 , -
— Fr — - _ _ w|z—y|
a0 =~ ()

folgt, da fiir grofie y gilt |(z — y) -n/|z —y| — 1| < 1/|z — y|, daB es eine Konstante C' gibt mit

, C
‘(’)ny (z —y) qu(:U—y)‘Sﬁ (lyl =R),

und damit gilt fiir I

1/2 p ) 1/2
nl < (/ |u|2dsy> (/ 2 B —y) - iwE(a - y) d)
lyl=R ly|l=R Ony
CI
< —.
- R

Mit |E(z —y)| < % fiir grofle R und der Ausstrahlungsbedingung fiir u folgt

1/2 p 9 1/2
u .
o< ([ impas ) ([ 5w - ieuw)| ds,
lvl=R lyl=R | Tty
C//
< .
- R
Insgesamt also
0 du
1 —F@z-y)- — (W Fx- ds, =
dn [ (g =) = S =) ) dsy =0

O

Bemerkung 2.2.1. Aus der Gleichung (2.18) folgt insbesondere, daB fiir Losungen v € H} , ()
der Helmholtzgleichung mit Imw > 0 eine Konstante C' > 0 existiert, so daf}

/ (Jw|*|ul® + | grad u|®) dy < C (R € N).
Br\Q

Das heifit aber u € H'(Q'). Diese Beobachtung rechtfertigt insbesondere, daf§ die schwache Lésung
des Problems (Pg) im Raum H'(€') gesucht wurde.

Satz 2.2.5 (Darstellungsformel). Fiir eine Losung u € D(Q)ND(Y)NS'(R?) von (A+w?)u =0
mit Imw > 0, die die Ausstrahlungsbedingung erfiillt, gilt

etwlr—yl ewlz=yl
uo) = o= [T V) alp s, - - [ 8% (—) [u(y)lr ds,, @ €RI\T. (2.19)

rlz—yl |z —y]

Ist I' zusdtzlich zweimal stetig differenzierbar, so gilt auflerdem

ue(®) +ui(z) _ 1 / el , 1 j[ 9 [ el
2  Arw [Vuly) - nlp ds, Anfr Ony [w®)] dsy, w €T,

r |z —yl |z —y|

wobei das letzte Integral als Cauchy—Hauptwert existiert.



Beweis. Es sei z € Q und € € Ry so gewihlt, dal B, := B(z,¢) C Q. Ferner sei k£ € N so, daf
Q C Bg.Da E(z) = _—;|ei‘“|z| Fundamentalldsung von A + w? ist, also (A +w?)E = 0in R?\ {0},

4|
gilt unter Benutzung der Greenschen Formel

ou; J
[SrwEe—yds, — [ )5 E =y,
+ a'”i( VE(z — y)ds _/ i )iE(x_ )ds
8B6 8ny y y Y aBe K3 y any y Y

- / (Au(y) +w?u(y))E(z — y) dy
Q\B.

- / (AE(z — y) +?E(z — y))u(y) dy
Q\B.
= 0

und wie im Beweis zu Satz 2.2.4 gezeigt, konvergiert das Randintegral iiber B, gegen u(z), d.h.

Jdu; 9]
ue) = - [ S B - )dsy—I—/Fu( 1) ol — ), (2.20)
Eine Anwendung der Greenschen Formel auf das Gebiet €' N By, ergibt
Ju 3}
“(WE(z—y)ds, - E d
SewrE=yds, — [ut)g=rE =y,
Ju,

¥ WEE=y) s~ [ wlgBe s

SBkany
_ / (Au(y) +w?u(y) E(x — y) dy
Q'NBy
- / (AE(z - y) + &*E(z — y))u(y) dy
Q'NBy
= 0.

Aufgrund der Ausstrahlungsbedingung verschwindet das Randintegral iiber 0By, fiir & — oo, d.h.

0=~ [ FreE =) dsy + [ ()5 =) ds, 2:21)

Addieren der Gleichungen (2.20) und (2.21) fiihrt fiir 2 € Q auf die Darstellungsformel. Im Fall
z € Q' fithren dieselben Argumente auf die Gleichung.
Fiir z € 2 hat der obige Teil bereits gezeigt, dafl

w2 = [ s G B9 = = 0 (i) d,

Es sei nun z € I fixiert und der Grenzwert z — z, z € 2, betrachtet. Dazu sei N eine offene

Umgebung von z, so daf} gilt

ue) = [l g BG: = 9) = B = ) g ds,

Ty Y

9
:/F\Nu(y)a—nyE(z—y) dsy—l—/FnNu( D) g () ds,

_/F\NE( y) ds, - / E(z—y —()dsy (2.22)



Der erste und der dritte Term ist jeweils stetig in z = x. Zur Analyse des zweiten und vierten
Terms sei ein Koordinatensystem so gewahlt, dal = 0 und die Normale zu 0 bei 0 gleich
(0,0,1) ist. Weiter sei N so klein, dal 9Q N N dargestellt werden kann in der Form y3 = ¢(v'),
wobei y' = (y1,y2), mit einer Funktion ¢ € C? und ¢(0,0) = grad ¢(0,0) = 0 insbesondere also
¢ = O(|y')?). Die Normale und das Oberflichenmaf auf 9Q N N sind dann gegeben durch

n, = (—gradé,1)/y/1 + | grad 8|2, ds, = /1 + | grad ¢|2 dy’.

Weiter kann N so gewihlt werden, dal QN N = {(v',¢(y')), |y'| < €}. Aufgrund der Stetigkeit
aller Integranden fiir z # 0, geniigt es, den Grenzwert (0,0, z3) — 0 zu betrachten. Fiir den vierten

Term auf der rechten Seite von (2.22) folgt fiir

-1 . 2 n 2
Fls— ) = e VIV EHo() =2l
SO vy R P B

dafl das Integral
/ —1 etV IV P+ b(y') =z 2 grad u(y) - nds
sann 4m\/[y]2 + |o(y') — 23/2 Y

= - i/ PR grad :
- /{Iy'|<e} AP 10W) — *Fgradu(y) - (—grad ¢, 1) dy

existiert und mit € verschwindet. Dies ist leicht einzusehen, wenn man beachtet, daf§

1
/ —-dy’ = 2re.
(<t V]

Mit

1
grad, F(z —y) = pp (

_(Z B y) =Y w|z—y|
3 2 €
lz—yl> |z -yl

—(z—1y) o] 2—
— 1 . tw|z—y|
47T|Z—y|3( |Z y|)€

nimmt der zweite Term in (2.22) die folgende Form an.
J —(z—y)-n i
—F(z—-y)u(y) ds :/ — 2 Y (1—|z—-y el y'uy ds
| grEe=yuwds, = [ Iy gy dsy
—y' -grad ¢(y') + ¢(y') — 23 /T BB =2y, (1 (0 N o
= A=VIyP? +10(y) — z5[2) eV ITHAD=2 0y o (y')) dy'.
/{|y'|<e} am(VIy'? +10(y) — 2s?)°
Dabei ist —y'-grad ¢(y') = O(|y'|?) und fiir kleine z3, d.h. 23| ~ |y/],ist 1 —+/|y'|2 + |o(y') — 23]2 =
1+ 0(|y']) sowie eV PHeW)=21" =1 4 O(|y]), so daB als einziger kritischer Term das Integral
1
= uly', o(y')) dy’
(i< 4n (V1Y +16(y) — 25])°
zu untersuchen bleibt. Hierbei ist
1 (14 0(Jza) + O(ly?)
= <3 ) ’
WP +ely) — 22 (VIY]?+23)°

wie sich leicht nachpriifen 148t, wenn man den Mittelwertsatz auf die Abbildung

—-3/2
grams (|y?+la— =)~



anwendet. Somit ist der einzige Term der zu einer Unstetigkeit bei z = 0 fiihrt

1
_Z3j[ u(y', o(y')) dy'.
{v'1<ey 4 (\/|y'2 + 23)°

Von nun an sei z3 < 0 angenommen. Die Substitution y’ = —z3v iiberfiihrt das letzte Integral in
.3

-3 u(—2z3v, ¢(—23v)) dv
/{|v|<—s/ZS} drzy (Vo +1)°

—€/z3 2
= / ;/ u(—z3r(cos @, sin 0, ¢(—z3r(cos b, sin §)) df dr
0 A7 ( )2 Jo

VrZ 41

mit einer Konstanten C' > 0 so, dafl |u(z) — u(0)| < C|z|, fir |z| < ¢, gilt

27
/ u(—z3r(cos @, sin 0, ¢(—z3r(cosd,sin ) df — 27ru(0)‘ < Cle,
0

da | — zar| < e fiir r € (0, —¢/z3). Wegen

| e = [, -
T = = 1.
0 (T i,

folgt im Grenziibergang z3 — 0—

u(0)
VTl 2

Insgesamt wurde also bewiesen, daf

lim /()a(zyE( )dsy:/ ()ainyE(x— )@ﬁ@

z—x,z€0

—€/z3 2T
/ ;/ u(—z3r(cos @, sin 0, ¢(—z3r(cos b, sin §)) df dr =
0 A ( )2 Jo

Analoge Rechnungen fiihren auf die Aussage fiir z — z, z € Q. Zur Existenz des Cauchy—
Hauptwertes in der Darstellungsformel sei auf die Literatur zur Darstellungsformel des Laplace—
Operators verwiesen (z.B. [Kre]), mit der Identitit

_eiw|r—y| -1 eiw|az—y| 1

anfe =yl ~ dnlz -yl anfz -y
lassen sich ndmlich die dortigen Aussagen iibertragen. Addieren der Gleichungen gibt dann die

behauptete Beziehung

M—/aiyE(x—y) - ds, - /E:c— [a_%(y)]rd%'

O

Korollar 2.2.2. Fiir eine glatte Losung u von (Pg) und (Pg) sei ¢ = [g—Z]F der Sprung der

Normalenableitung von u iiber den zweimal stetig differenzierbaren Rand I'. Dann gilt

1 OY)  ifr—y|
glz) = — | —=—e*"Vds,, ze€l 2.23
( ) r |$ _ yl Y ( )
und
1 :
u(z) = —/ 7(]5@) etwle—yl dsy, z¢€ R3\T. (2.24)
dr Jr |z =yl
Beweis. Dies folgt sofort aus dem vorigen Satz unter Beriicksichtigung von w;|r = u.|[r =¢. O

Bemerkung 2.2.2. Da fiir w = 5 + io gilt e“l#=vl = enle—vle=olz=ul folgt fiir ¢ > 0, daB die
mittels (2.24) definierte Funktion in H!(€Y') liegt.



2.2.3 Der Neumann—Dirichlet Operator S,

GemdB der Darstellungsformel (2.23) wird der Neumann—Dirichlet Operator S, definiert vermége

S,b(x) == ! /Mewlﬂf-yl dsy, (¢€ L>()). (2.25)

Am Jr Jz —yl

Im folgenden Satz wird die naheliegende Vermutung bewiesen, dafi S, der inverse Operator des

Dirichlet-Neumann Operators N, ist.

Satz 2.2.6. Fiir Imw > 0 148t sich S, zum inversen Operator von N, fortsetzen. S, ist assoziiert

zu einer Bilinearform, die die Elliptizititsungleichung

H¢H2_1/2I

S wenT )

Re < ¢, —iwS,¢ >r> C min(og, 1)

erfiillt. Die Operatornorm von .S, ist beschrinkt durch

1 1
1.1 < Clol - max  2.1).
[y} g

0

falls Imw > ¢ > 0.

Beweis. Fiir einen C*-Rand I' und eine auf I' stetige Funktion g 148t sich fiir die Lésung u der
Probleme (Pg), (Pg) die Regularititsaussage u € C(RY), u|lg € C'(Q) und u|gr € C'(') zeigen
ou

(vergl. Standardliteratur elliptischer Randwertprobleme). Gem&8 Definition ist dann N, g = [%]F

Mit der Darstellungsformel folgt

1 ewle=yl T oy ou
e [a_n}rdSy_Sw [a_n]r@)'

Aufgrund der Dichtigkeit stetiger Funktionen in H'/2(I') folgt S,N* = Id auf H'/*(T"). Da N“
einen Isomorphismus definiert, folgt dann auch N“S,, = Id auf H~'/?(T"). Zur Abschitzung von
[Sw|| sei ¢ = Nyg = [g—;‘]r € H=Y2(T) fiir die Lésung u von (Pg), (PS) mit ulr = g € HY*(T).

Dann folgt unter Anwendung der Greenschen Formeln

Re < ¢, —1wS, ¢ >r U/ |Vul? + jwul? dz (2.26)
Qua!

v

oo min(ag, 1) <HUH%[1(Q) + HuH%Il(Q'))

Cagmin(ad, 1)||9||%/2,F7

v

wobei die letzte Ungleichung aus dem Spursatz folgt. Andererseits gilt
Re < ¢, —iwS,¢ >r< |wll|gllij2,rll@ll =1 /2T

also

1 1
150611 2 = llgllyjar < Clo] - max (—2, 1) 1l
(o)) 0'0



Zum Nachweis der Elliptizitit sei ¢ € H~'/?(I') beliebig gewihlt. Dann folgt mit (2.26) und (2.11)

Re < ¢, —iwS,¢ >r = U/ |Vul? + |wul? dz
QU

> 00/ Vul® + |wul® de
QU
. 1

> len(Uo,l)m|‘¢|‘2—1/2,r'

O

Zur Losung der Probleme (Pg) und (Fg,) kann nun eine Galerkin-Methode zur Bestim-
mung der unbekannten Dichte ¢ € H_I/Q(F) aus der Gleichung S,¢ = g betrachtet werden. Ist ¢
bekannt, so ergibt sich die Losung u aus der Formel (2.24).

2.3 Die Fourier—Laplace Transformation

2.3.1 Fundamentale Aussagen

Definition 2.3.1. Fiir eine Funktion f € L'(R), supp f C R o, ist die Fourier—Laplace Transfor-
mierte von f, bezeichnet durch Lf, auf C definiert durch

+ oo + oo

Lf(n+ioc):= / e F(t) dt = / e (et f(1)) dt (w=n+1i0€C). (2.27)
Allgemeiner kann die Fourier-Laplace Transformation fiir Distributionen 7" € D/ (R) := {T €
D'(R); suppT C [0,00)} fiir die ein o existiert so, da die Distribution e~ T temperiert ist,

mittels der Fourier-Transformation F wie folgt definiert werden :
LT(w):=F (e77T) (n). (2.28)

Bemerkung 2.3.1. Die Fourier-Laplace-Transformation ist injektiv. Der linksinverse Operator ist

gegeben durch
L7'h=TF '(e"h(- + ic)) = F(eh(- + ic)),
falls h = LT fiir eine geeignete Distribution 7.

Bemerkung 2.3.2. Die Variable in der Fourier-Laplace-Transformation wurde hier modifiziert.
Die Vorteile dieser Anderung werden spiter ersichtlich werden, wenn die Normabschitzungen aus

den vorigen Abschnitten auf den zeitabhidngigen Fall iibertragen werden.

Bemerkung 2.3.3. Es sei f eine stetige Funktion mit f(¢) = 0 fiir £ < 0. Wenn e~ () tempe-
riert ist, dann ist die Funktion e=7* f(¢), fiir & > oo nicht nur temperiert, sondern fillt fiir grofie ¢

schneller als e~ fiir ein € > 0. Fiir solche o existiert das Integral

o0

Lf(n+io) = / e~teM f(t) dt

— 00



und die Differentiation der Funktion L f darf mit der Integration vertauscht werden. Damit gilt

(go+ine ) rtrio) = [ @neeter sy [ (oeten sy a

= 0,

also ist Lf holomorph in {w € C;Imw > o0¢}. Durch Regularisierungen erhilt man die gleiche

Aussage fiir Distributionen.
Lemma 2.3.1. Es seien T € D/, und oy € R so, daB e=7°" T temperiert ist. Dann ist LT ( + io)
eine holomorphe Funktion in 7+ io in der komplexen Halbebene {w € C;Imw > o¢}.
Beweis. Siche [Wal]. O
Lemma 2.3.2. Es sei T € §'(R). Dann existieren eine Zahl k¥ € N und Funktionen f; € C'(R),
7 =0,...,k derart, daB
k -
T=Y s, (2.29)
=0

wobei die j—ten Ableitungen f](j) im Distributionensinne zu verstehen sind. Ferner existiert ein
M > 0 so, daB

LOISMA+M,  (G=0,....k). (2.30)
Umgekehrt definiert jede Summe obiger Form (2.29) eine temperierte Distribution sofern die Funk-

tionen f; stetig sind und einer Abschdtzung der Form (2.30) geniigen.

Beweis. Siehe [Sc]. O

Dieses Lemma gestattet es, die Fourier-Laplace Transformation sehr genau zu charakterisie-

ren. Der folgende Satz ist eine Version des Satzes von Paley—Schwartz—Wiener.
Satz 2.3.1. Es sei h eine holomorphe Funktion im Halbraum {w € C;Im w > o¢}. Dann sind die
folgenden Bedingungen gleichwertig:

1. Es existieren eine Distribution 7 € D/, (R) und ein a) € R so, daB e=%'T € S'(R) und

LT = h;

2. Es existieren ein 01 € R, g9 < 01 < 00, eine Konstante C' und eine Zahl £ € N, so daf fiir

alle w € {Imw > oy} gilt

|h(w)] < C(1+ )" (2.31)

Beweis. (1) = (2). Essei T € D/ (R) und o}, € R so, daB e=%0" T € §'(R). Dann existieren nach
Lemma 2.3.2 eine natiirliche Zahl £ und stetige Funktionen f;, j =0,...,k, supp f; C [0, oo[ mit

k
e—cré- T — Z f](])
7=0



und es gilt fiir ein M > 0
(O < M(1+[th™

Es sei a1 > sup(0o, ofy) und wihle ¢ > o1. Dann gilt mit g;(t) = e(=(7=70)) f.(¢)

k d J
0T — Z (E + (o — 06)) g;.
J=0
Mit ¢ = ¢ — ¢ > 0 und den Abschitzungen fiir die Funktionen f; folgt

l9;(1)] = e £(0)]
< e M1+ )M

Damit sind, wie sich direkt verifizieren 1d8t, die Fouriertransformierten ¢; der Funktionen g; be-

schrankte, unendlich oft differenzierbare Funktionen und somit ist

k
h(w) = LT(w) = F(e” Z i+ (o — a0)) i (n),

J=0

woraus die Abschitzung

k
h(@)] < CZ(IwIJrIUéI)j
< C+w)f,

also (2.31) folgt.
(2) = (1). Es sei 0.B.d.A. g1 > 0. Fiir festes ¢ > 0y betrachte mit w = o +i7, @ := 6 — 17, die
Abbildung w(w) = &~*=2h(w). Wegen der Abschitzungen fiir A und wegen o > 0 ist w(o + i-) eine

integrierbare Funktion auf R. Damit 148t sich eine Funktion f folgendermafBen definieren:

1 [tee :
e = 5 } el =Ml (n + o) dn
1 ot
= — | eww)dw,
271 J,

mit v, = {w € C;Imw = o}. Da w fiir |n| — oo verschwindet, folgt mit dem Cauchy-Integral
Theorem, dafl f unabhingig von o > oy ist. Aus der Abschdtzung (2.31) fiir 4 und der Definition

von w folgt

+oo
F(B)] < Coe” / (14 o))~ dn

— 00

mit einer positiven Konstanten Cy unabhéngig von o. Durch Grenziibergang ¢ — oo folgt f(t) =0

fiir t < 0. Weiter zeigt die Ungleichung, daf fiir ¢/ > oy gilt e=7"*f(t) — 0, t — +o0. Setzt man

d k+2
=) *



so ist offensichtlich T" € D/, (R). Wegen

d‘ h2 1 k+2 wt
i ) = — [ oFtu(w)d
() 10 = 3] @t

1

= — [ hw)edw
271 ),
[
= 5 N =My 4 io) dy
1 e
= %e‘”‘/_m e~ "h(n+io) dny
= L7'h(),
somit L(T) = h. O

Bemerkung 2.3.4. Alle Aussagen aus diesem Abschnitt lassen sich analog auf Banach—Raum—

wertige Distributionen iibertragen.

2.3.2 Verallgemeinerte Sobolev—-Riume

Definition 2.3.2. Fiir einen Hilbert-Raum F bezeichne D'(FE) den Raum der E-wertigen Dis-
tributionen auf R und §’(F) den Raum der temperierten Distributionen auf R mit Werten in FE.
D!, (F) bezeichne den Teilraum der Distributionen 7" € D’(FE) mit suppT C [0,00[. L'(E) sei der
Raum aller ' € D!, (E) fiir die ein 0y € Ry existiert derart, daB =70 T € §'(FE), d.h. der Raum

der Fourier-Laplace transformierbaren Distributionen.

Definition 2.3.3. Essei F ein Hilbert-Raum. Fiir ¢ € Ry und s € R sei der Operator A® definiert
durch

A f = L7 (=) Lf()
und
HE(0,00; E):={f € L'(F);e”" A*f € L*(R, F)}.

Bemerkung 2.3.5. Fiir s > 0, 0 € Rist H;(0, c0; F') Hilbert—-Raum.

Die verallgemeinerten Sobolev—R&dume H lassen sich folgendermafien charakterisieren.

Satz 2.3.2. Es seien 0 € Ry, s € R und F ein Hilbert—-Raum. Dann gilt: Eine Distribution f liegt
genau dann in HZ(0,00; ), wenn Lf holomorph ist in {w € C;Imw > o}, einer der Bedingungen
aus Satz 2.3.1 geniigt und
co+tio
[ I < oo

gilt.



Beweis. Da die Fourier—Transformation ein isometrischer Isomorphismus auf L?(R; E) ist, gilt

eTNfELNRE) & e VLT (—iw)Lf(w)) € L*(R; E)
& e TF(e7(—iw)’Lf(w)) € LAR; E)
& F((-iw)’Lf(w)) € L*(R; E)

& ((=)'Lf()) € L*(R+io; E)

=

+oo+i0 ) )
| Pl < o

—oo+io

Damit ist die Behauptung des Satzes bewiesen. O

Satz 2.3.3 (Parsevalsche Formel). Fiir f,g € H3(0,00; F) gilt

o0

< LIw), Lg(w) S5 dw = / 2 < (1), g(t) S5 dt.

J —00

1 oco+io

27 —oo+io

Beweis. Die Fourier—Transformation ist ein unitirer Operator auf L?(R; F). Damit folgt fiir f, g €

H3(0,00; E)

+00 oo
/ e=20t f@),g(t) >p dt = / < e_Utf(t),e_Utg(t) >g dt

1 Foo T —0 T, —0

= < F(e=" (), Fle="'g)(n) >E dn
1 +oo+io

- L < LFW), Lo() >5 do.
T J—cotio

Insbesondere existiert nach der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung und dem vorigen Satz das letzte

Integral fiir Imw > 0. O

Korollar 2.3.1. Fiir f € H3(0,00; E) gilt

B VA . 1/2
(Loemmmesoiza) ™ = o ([ o+ otrinstariolian)

—00 — 00

und beide Seiten definieren eine Norm |- |, s g auf HZ(0,c0; E).

Beweis. Die Aussage ist eine direkte Konsequenz aus den beiden vorigen Sétzen. O

Bemerkung 2.3.6. Fiir s =k € Nist A°f die k—te Ableitung von f beziiglich ¢ und
Hy(0,00:E) = {f € L'(E); e fO)(t) € L*(R, E)}

Bemerkung 2.3.7. Fiir £ = H"(D) sei | - 55 := | * |55,57(1)-

2.4 Variationsformulierung fiir die retardierte

Potentialintegralgleichung

Die Abschdtzungen aus den vorigen Abschnitten erlauben es, die Operatoren N, und S, mittels

einer inversen Fourier—Laplace Transformation im zeitabhidngigen Fall zu betrachten, d.h. als Ope-



ratoren bezogen auf die Wellengleichung im Aufilenraum Q'
(A—%)uzo in Q' xRso,
(Por) u(-0)=0, Zu(-0)=0 in
u=g auf ['xRsg

fiir ein g € C(Ry, H'/*(T')), 9(0,-) = 0, und im Innenraum Q

t2
(Fa) u(-,00=0, Zu(-,0)=0 in €,

u=g auf I xRy,

(A_3_2>u:0 in Q x Rsg,

Fiir den zeitabhdngigen Fall ist der Operator S definiert durch

¢y7 |$—y|)
t) d t>0 r
(z, 47r/ P— s, (t>0,zel)

und wird als retardierter Potentialoperator bezeichnet.

Satz 2.4.1. S geht unter der Fourier-Laplace Transformation iiber in den Operator S, d.h. es
gilt

L(So(z,-))(w) = SuLo(z,w).
Insbesondere gilt fiir die Lésung u von (Pg) und (Pg/) mit ¢(-, 1) := [g_z("t)]l“

g=>5¢.

Beweis. Fiir Funktionen ¢ € L' (Rsq; L°°(T')) gilt zunichst fiir z,y € T

L(¢(y, — |z — y)(w) = e“" ¥ Lo(y, ) (w).

Mit der Bezeichnung ¢ := L ist

. tootic .
L7Y(S,o(z,w))(t) = / e~"“S, p(z,w) dw
—oo+io
+ootio o w|z—y|
= / /e_“”tM ds, dw.
—oo+i0 JT |$ - y|

Das iterierte Integral erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Tonelli, so dafl die Integrations-

reihenfolge vertauscht werden darf. Damit ist

s = [ [ e do s,

oco+io
— / (b y7 |$ B y|) dSy
lz =yl
= So¢(z,t)

und die erste Aussage des Satzes gezeigt. Die zweite Aussage folgt aus der Relation S,¢ = § fiir

die zeitharmonischen Probleme (Fg) und (FPg). O



Lemma 2.4.1. Die Abbildung w +— S,, C — L(H~'*('); H='/%(I')), wobei L(E;F) den Raum

der stetigen linearen Abbildungen von F in F bezeichnet, ist holomorph.

Beweis. Es sei ¢ € L=(I'), so daB

b(y)eivla=
w 477/ |.73 _ yl Sy (iC € F)

Formal ergibt sich %chb(;r) =S,6 = ﬁ Jr ¢(y)ei‘”|””_y| ds,. Um zu beweisen, daf} dies tatsédchlich
gilt, ist der folgende Grenzwert zu verifizieren,

" [(Swsnd — Sud) /b — Sudlli/ar
im  sup

s et/
[|6]] =1 /2,0 #0

— 0. (2.32)

Es sei h > 0. Aufgrund der Dichtigkeit regulérer Distributionen in H_I/Q(F), ist es ausreichend,
den Fall ¢ € L*(I') zu untersuchen. Es gilt fir z € T’

~ . ethle=yl _ 1 _ iple —
|(Susnd(x) — Sud(x))/h — Suo(x)| = ‘/F¢(y)ezw|r—y| ( h|$1_ ylhl yl) ds,

ezw|1‘—~|

hlz — |

<oll=1/2,rllMl1 /21 (M=l =1 —ihjz — 1)

Leo(T)

Dabei ist |(e** — 1 —ihs)/(hs)| < |hs]|, also

|(Sutnd(z) = Sw(@))/h = Sup(@)] < hllSll 12,1 /o,r

el =) — |H
Ahnlich wie bei der Analyse von fortgesetzten Normalen, 148t sich nachweisen, daB die Funktion

J& el le — )l poory

glatt in einer Umgebung des Randes T' ist, sofern I' glatt ist, und somit || f|[; o r existiert. Damit
folgt

H(Sw—}—h¢ - Sw¢)/h - Swgb”l/QI
sup

peL>(T) H¢H—1/2,P
|16l 12,070

< Bl j2,rll fll 2,

Als direkte Konsequenz ergibt sich (2.32). Da eine Funktion genau dann holomorph ist, wenn sie

einmal komplex differenzierbar ist, folgt die Behauptung. O

Die Analysis der vorigen Abschnitte erlaubt es, einen ersten Existenzbeweis zu formulieren.

Satz 2.4.2. Fiir g € £/(H'/?(T)) haben die Probleme (Pqy) und (Pq) eindeutige Lésungen u €
L'(HY(Q)) bzw. uw € L'(H'(Q')). Die Losung ist eindeutig repriisentierbar durch ein retardiertes
Potential mit Dichte ¢, d.h. es existiert ein ¢ € £/(H~'/3(T)) mit

¢y7 |$—y|) s z 3
y 4W/ s, (@ eR\D). (2.33)



Beweis. Das vorige Lemma zeigte, dafl die Abbildung w + S, eine holomorphe Funktion auf
C mit Werten im Banach-Raum der linearen stetigen Abbildungen von H~'/2(T) in den Raum
H'Y*(T) ist. Dasselbe gilt fiir den Operator N, = S;' im komplexen Halbraum {Imw > 0}.
Fiir eine in {Imw > 0} holomorphe Funktion g mit Werten in H'/?(T') ist damit die eindeutig
bestimmte Abbildung h(w) := N,g(w) holomorph in {Imw > 0}. Die Darstellung der Lésung w(-,w)
von (Pg) und (Fg)) mittels der Darstellungsformel und A zeigt dann, dal auch w holomorph als
H'(Q)n HY(Q')-wertige Funktion ist. Die Abschitzungen aus Satz 2.1.3 zeigen zusammen mit Satz
2.3.1 ferner, daB Distributionen ¢ und u aus £'(H~'/?(T)) bzw. aus £'(H'(Q) N H'(Q')) existieren
mit L¢ = h und Lu = w. Die Distribution  ist dann Losung von (FPq) und (Pq/) mit Dichte ¢.
Die Eindeutigkeit folgt aus der Injektivitit der Fourier-Laplace Transformation. O

Satz 2.4.3. Unter der Voraussetzung
g€ H2?(0,00; HY/X(I))

fiir ein 09 € Rq hat das Problem (Pq) eine eindeutige Lésung u € H) (0,00; H'(Y)), die der

Energieabschitzung

oo 1 1
/ e—QUtE+(t) dt S C; max (;7 1) |g|3_73/271/2 (U 2 gg > O),

2
) dz.

Dasselbe Resultat gilt fiir (Pq) und die Lésungen von (Pg/) und (Pq) sind darstellbar durch ein
retardiertes Potential auf I'. Die Dichte ¢ dieses Potentials, definiert durch ¢ = [g—z], erfiillt

wobei C' eine nur von I' abhéngige Konstante ist und

Ba = [ (lw@c,m% G

1 1
o,— — <= _71 o > > 0).
|¢| —1/2,-1/2 pu max (Uo )|!7| ,3/2,1/2 (U Z 0g )

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit fiir Distributionen in £/(H'/?(T')) wurde bereits im
obigen Satz skizziert. Die Normabschdtzungen aus den vorigen Kapiteln zeigen dann u €
HY (0, 00; H'(€')). Es bleibt noch die Abschitzung der Energie zu verifizieren. Mit L(d;u) = —iwLu
folgt

400 +oco
/ =21 gy :/ e-%f/ (IVu(z,t)]? + |deu(z, 1)) d dt

- 1_ +oo+io
= / (IVLu(z,w)|* + |wLu(z,w)|?) dz dw.

% —oo+io
Mit der Abschidtzung aus Satz 2.1.3 folgt, wenn dort w durch Lu und g durch Lg ersetzt wird,

+oo+t0 1 1
/ (|VLu(m,w)|2—|— |wLu(.r,w)|2) drdw < Cr; max (;7 1) |W|SHL9||%/2,F7

—oo+io

also

A

T gt 20t 1 1 L 3 2
/ e “'Fi(t)e dt < Cp;max (;,1) %/ |l |‘L9(‘7W)H1/2,Fdw

—00 —oo+i0o

1 1
= Cr— —,1) g/ :
Iz max (U ) |!]|g,3/2,1/2



Durch analoge Rechnungen ergeben sich die Abschétzungen fiir ¢ aus (2.7). O

Einige der Eigenschaften von S, {ibertragen sich auf S mittels der inversen Fourier—Laplace

Transformation bzw. mit der Parsevalschen Formel.

Satz 2.4.4. S ist ein stetiger linearer Operator von H!(0,00; H='/?(T')) nach H2(0,00; H'/*(T))
mit beschrdnkter Norm unabhingig von ¢ > ¢ > 0, d.h. es existiert eine Konstante ' > 0 derart,

dafl

o0 1 1 -
[ s < cgmax (21) [ @
: i

—00 0 IS

Ist ¢ € HL(0,00; H_I/Q(F)) so, daBl S¢ € HL(0, oc; Hl/Q(F)), so gilt aulerdem die folgende Ellipti-

zitdtsungleichung

/ e 27t < p(t), SP'(t) >r dt > C min(ay, 1)|¢|§7_1/27_1/2. (2.34)

Beweis. Es sei ¢ € HL(0,00; H='/(I')). Dann gilt

—iwS,L(w,) =L (%w) = LS (%p) .

Mit der Parsevalschen Identitdt und der Abschdtzung fiir S, folgt

1501201/ = / eI SG(1)|12 dt

— 00

1 co+1i0
= LT Se) Iy de
2w —oo+io 1/
1 co+1i0 } 9
= o [ s
1 oo+10 1 1
B T N [
1 1 1 oco+io
0'3 e (037 ) /oo+2cr H Zw ¢( )H 12 N
oco+io
_ c_mx( 4,1) 126/ (@) 124 e
UO oo+20'
_20’ 2
_ c_mx((jg@) &' @12
1
= C—gmax 0—371 |¢|a0—1/2



Der Nachweis der Elliptizitdt geschieht analog. Mit der Elliptizitdtsaussage fiir S, folgt, wenn

vorausgesetzt wird, dafl die Lésung des zeitabhidngigen Problems reellwertig ist,

/Oo e < (1), SH(t) >r dt = /Oo e ?7"Re < o(t), S¢'(t) >r dt

— 00 — 00

1 oco+io
= — Re < Lé(w),L (S5¢') (w) >r dw
27 —oo+io
1 oco+io
= — Re < L¢(w), —iwS,Lo(w) >r dw
27 —oo+io
o= [ Lns
> C'min 00,1—/ Lo dw
27 oo-l—w'l | 1/2

= (' min(oy, 1)|¢|a,—1/2,—1/2'

O

Da § stetig ist, ist S™HL(0,00; H'/?(T')) ein abgeschlossener Teilraum von H(0,00; H=Y/(T)).
Die Elliptizitdt von S erlaubt es ferner, die retardierte Potentialintegralgleichung S¢ = g durch das

folgende Variationsproblem zu ersetzen.

Finde qSE HZ(0, OO'H_I/Z( )), so daB
@) = [ o bl 0o, )

fir alle ¢ € HL(0, oo; H‘l/Q(F)).

Dabei bezeichnet b die Bilinearform

b(ap, ) = /+°° (// (1) qb’my,_t;' [z = y) ds, dsr) dt (2.35)

und ¢, ¢’ die zeitlichen Ableitungen von ¢ bzw. g.

2.5 Diskretisierung des Schemas

2.5.1 Diskretisierung im Ort

Zur Diskretisierung des Schemas wird angenommen, daf sich die Oberfliiche I' C R als Vereinigung

endlich vieler abgeschlossener Stiicke T € T darstellen 1d8t, so daf gilt

2. Fiir T # T’ gilt entweder TNT’' = () oder T und T’ haben eine gemeinsame Kante oder einen

einzelnen Punkt;

3. Fiir alle T € T ist T das Bild eines Polygons D C R? unter einem Hom&omorphismus 7.

Jedes der Polygone D kann mittels einer reguldren Triangulierung in Dreiecke S € § zerlegt wer-

den. Betrachtet man auf dieser Triangulierung ein C°-konformes finites Element und den nodalen



Interpolanten von X}l, so wird eine approximierende Oberfliche I'j, definiert. Im einfachsten Fall
von P;—finiten Elementen wird I' durch dreieckige Facetten diskretisiert, deren Ecken auf I' liegen.
Mittels einer zweiten Wahl von finiten Elementen zur Triangulierung § kann dann ein endlich—
dimensionaler Raum von Ansatzfunktionen Vj auf I'j, definiert werden, so daf} das folgende Problem

gestellt werden kann.

Finde ¢, € HL(0, oc; Vh) so, dafl

oo_zt ?l)hl“tﬁb y,t |~ y|)
f o frh frh 47Th|£ y| dsyds; dt

= [ e th Un(z,t)g) (2, t) ds, dt

fir alle ¢, € HL(0,00; V}),

wobei gj eine Approximation in V3 von ¢’ ist. Sei (¢§L)I<J’<Nh eine Basis von V. Dann koénnen die

Elemente aus H}(0,00;V},) geschrieben werden als

Np ‘
= Bi()}(2)
i=1
mit Funktionen 3; € H}(0,00;R), j = 1, ..., Nj. Die obige Formulation lautet dann.

Finde o; € HL(0, OO'R) l: 0,..., Np, so, dal
fooo e 27, (t frh frh 47r|1; y| O‘I(t |z — y|) dsy ds dt
= [T e?7B5(t) th qu (2)g) (z,t) ds, dt

fir alle j=1,..,N; undalle B; € H(0,00;R).

(Pr)

2.5.2 Diskretisierung in der Zeit

Zur Diskretisierung in der Zeit wird eine uniforme Aufteilung der positiven reellen Achse in Inter-
valle [nAt, (n 4+ 1)At[, n € N, fiir eine Zeitschrittweite At > 0 betrachtet und die Funktionen «;
und j3; in (P]) durch Funktionen a; a¢ und 3; a; ersetzt, die auf jedem Intervall [nAt, (n 4 1) At[
polynomial vom Grad mg sind. Damit die Funktionen in H!(0, co;R) liegen, muB mq > 1 gewiihlt
werden. Im Fall my = 1 sind die Funktionen affin auf jedem Intervall und 0 fiir £t = 0.

Mit einer Basis (8, at)nen lautet die Formulierung.

Finde (AlC (ak, ..., af\,h))k N so, daf}
€]
0 =20 ¢ f¢
Jo™ €77 B, (2) frh frh Zﬂi —hy| >0 AL DS At =z —yl) dsy ds; dt

= Jo" €72 B s (1) th Cb] z) gy (x,t) ds, dt

firalle [=1,..,N j=1,...,N; undalle m>0.

(Pr.At)




Lemma 2.5.1. Das Schema (P a¢) ist konstruktiv. Es 148t sich schreiben in der Form

n—1
MOA™ = B =) " M"F AR, (2.36)
k=0
Beweis. Dies wird spiter gezeigt, wenn konkrete Ansatzriume gewidhlt werden. O

2.6 A priori Fehleranalyse und Stabilitét

2.6.1 Ungleichungen in H'(At,R)

In diesem Abschnitt werden diskrete Unterrdume der Rdume HZ2(0, co; R) analysiert. Die Ergebnis-
se iibertragen sich analog auf die Banach—-Raum-wertigen Rdume H}(0, c0; /). Dazu werden die

beiden folgenden, von klassischen Sobolev—Raumen bekannten, Ergebnisse vorausgesetzt.

Satz 2.6.1. 1. Fiir f € H™(0,00;R) und m > 0 existiert ein g € C™71(0,00;R) so, dal f = ¢
fast iiberall.

2. Fiir f € HL(0,00;R) gilt
t
0= [ £
0
Beweis. Der Nachweis erfolgt analog zu den entsprechenden Ergebnissen klassischer Sobolev—

Rdume. Siehe [A]. O

Definition 2.6.1. Fiir At > 0 sei H)'(At,R) der Raum aller Funktionen f € H}*(0,00;R), deren
Ableitung f™) auf jedem Intervall I, := (t,,t,41) := (nAt, (n 4 1)At) konstant ist.

Bemerkung 2.6.1. Iiir eine Funktion f € H(At,R) liegen alle ihre ’Stammfunktionen” A=* f,
s € N,in H2(At,R). Dabei ist A°f = f und A**! f rekursiv gegeben durch

A=) f() = /t/\_kf(r) dr.

0

Im folgenden wird abkiirzend |- |, anstelle von |- |, ,r geschrieben.

Lemma 2.6.1. Fiir o9 > 0, Aty > 0 und eine natiirliche Zahl £ > 1 existiert eine Konstante C' > 0
derart, daf§

| flo—(k-1) < CALT flo -1 (2.37)

fiir alle f € HY(At,R),0 < 0 < 09 und 0 < At < Aty.

Beweis. Fiir eine Funktion f € H2(At,R), d.h. f ist konstant auf jedem Intervall [t,,,41[, ist die
k-te Stammfunktion definiert durch

k
AR =3 afylt — t)} (< £ < tsn)
(=0



wobel
ap ) = Atk_lLZJ(ao, v ty) (0<1<k)

sofern f(t) = a, in [t,,tn41]. L7, ist eine Linearform in ay, ..., ay. Differenzieren ergibt

k
ATE=D 1) = DT af = 1) (b <E < tasa).
=1

Um die Behauptung nachzuweisen geniigt es nun, die Terme

2
tnt1 k
=0t = X [ (St )
=0

n>0" """

und

2
tnt1 k
|f|3’,—(k—1) = |A_(k+1)f|3_70 = ZZ e~ 20t (Z OéZJl(t . tn)(l_1)> dt
=1

n>0" '

zu vergleichen. Setze (mit a; := a} )

tnt1 k 2
A, = / e 20t Za;(t—tn)l dt
tn (=0

At k 2
= 6_20t“/ g2 (Z a;sl) dt
0 (=0
1 k 2
— e—ZUtnAtZk—}—l/ E—ZJSAL‘ (Z OAESI> dt
0

=0

mit oy = AtF~lal. Analog sei

tng1 k 2
B, = / e~ 20t (Zall(t—tn)l_1> dt
tn =1
1 k 2
_ e—QUtTLAtQk—l/ e—20’sAt <Z Oz;lSl_1> dt.
0 =1

Es ist offensichtlich, dafl die quadratische Form

2
1 k
qa(a’) = / e~ (Z oz;sl) ds
0 =0
das Quadrat einer Norm auf R¥*! von o/ definiert die uniform #quivalent ist zur euklidischen Norm

fiir 0 < p < po. Ebenso wird eine quadratische Form ¢p definiert, die das Quadrat einer Norm auf

R* definiert. Mit der Aquivalenz zur euklidischen Norm gilt
q(af, ..., a)) ~ O/% + ..+ 0/12 < 0/(2) + 0/? + ...+ 0/12 ~ qa(ag, ..., ).
Daraus folgt fiir o, At so, daB 20At < pg und alle Vektoren o € RF+!
At’B, < CA,,

wobei die Konstante C' abhdngt von k& und p. Durch Summieren der Blocke A,, und B,, iiber alle

n folgt die Behauptung. O



Korollar 2.6.1. Fiir o > 0 existieren Atg > 0 und ¢ > 0 derart, daf§

At*[flo0 < el flo,-s (2.38)
fiir alle f € H?(At,R) und 0 < At < At.
Beweis. Fiir ganzzahlige s liefert das vorige Lemma zusammen mit der Identitdt |f|, s = [A7°f|,0

die Behauptung. Fiir nicht ganzzahlige s > 0 und k£ < s < k+1 definiere g; := A™Ff € HI'tF(At,R)
und g := A~ f € HT 1 (AL, R). Dann gilt

191]ok < C1AEF g0 0, g2loki1 < CoAE™* g, 0,
also
[floo < CLAT floky [ Flop < CoAT T glo (),
und es kann zwischen den beiden Abschitzungen interpoliert werden. O

2.6.2 Interpolation in H'(At,R)

Lemma 2.6.2. Es sei f € H(0,00;R) fiir ein m > 0. Fiir £ < m sei der Interpolant ra:f €
HE(At,R) definiert durch

(racf)(t) : (ty <t <tnyr).

I
~
—~~~

o~
S
R
+
—~~~
o~
|
o~
3
SN—
]
—~~~~
o~
S
SN—
+
=~
>
=
S~~~
o~
S
SN—

Dann gilt

1f = ratfloo < CRAtFFD|F|, iy (2.39)
Beweis. Die Taylorsche Formel mit Restglied gibt

(= raif) O =g [ =95 ds (1 <0< tasa).

Eine Anwendung der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung auf das Integral impliziert

1
1 _ tn)2k+1/ |f(k+1)(s)|2 ds.
tn

[(f—rach) ()] < W(

Durch integrieren der Ungleichung iiber das Intervall [t,,,+1] mit dem Gewicht e~2°* folgt

l‘n+1 1 t‘TL+1 t
/t e—2crt|(f N rAtf)(t)lz dt S W/t e—2at(t _ tﬂ)?k-}-l/t |f(k-|—1)(s)|2 ds dt
1 tnt1 9 tnt1

At2k+2 tnt1 )
—20s| p(k+1) 2
S 22k )2k £ 2) /t eI s) | dsy




wobei in der vorletzten Ungleichung ausgenutzt wurde, dafi das duflere Integral sein Maximum fiir
t = t,y1 annimmt und daB e=27% < e7279% fiir s < t. Zum SchluB des Beweises werden die Integrale
iiber die Intervalle [t,,t,41] aufsummiert,

00 At2k+2 00
-2 . —20t| p(k+1)
/0 € ? 7f|(f rAtf)(t)|2dt S (k|)2(2k+ 1)(2k+2)/0 € ? 7f|f i (8)|2d57

das ist aber genau die behauptete Ungleichung. O

Korollar 2.6.2. Mit den gleichen Notationen gilt

f = racflonss < CAFFV2| |, 00,

|f - TAtf|a,—1/2 < CAtk+3/2|f|a,l~:+1-

Beweis. Es gilt
“

C/
At|f —ratfloo < —tCkAtk+1|f — ratflo k41

|f - rAtf|0’,1 §
und
|f = racfloo < CeAFYf = rasflors,

so daBl die Abschitzung fiir |f — rAtf|U71/2 durch Interpolation folgt. Zum Beweis der zweiten

Aussage wird f durch g := A~! f ersetzt und mittels
| flo-1 = |9lo0 < CAF Y2 |gly 2 = CAFT2| fo g

argumentiert. U

2.6.3 Approximation in H*(T)

Zur Approximation von Funktionen aus H*(I') werden wie oben angedeutet endlich-dimensionale
Unterrdume Vj, von H?(I') gewdhlt. Um Fehlerabschdtzungen fiir die approximierte Losung her-
zuleiten, werden die folgenden fiir Randelementmethoden {iblichen Forderungen an die Rdume Vj

gestellt.

e (Konvergenzeigenschaft.) Fiir k < s mit —-m — 1 <k <m, —m < s <m+ 1 und fiir alle
f € H*(I') existiert eine Konstante ¢, %, die unabhingig ist von A und f, und eine Funktion
f €V so, daB

1S = Fllarry < esph® 1 fllory- (2.40)

e (Inverse Abschétzung.) Fiir £ < s mit |k], |s| < m existiert eine Konstante M, die

unabhingig ist von h, so daf fiir alle § € V}, gilt
191l 5+ ) < hk_s”?”Hk(r)- (2.41)

Der Nachweis dieser Eigenschaften fiir die unten verwendeten Rdume V}, findet sich in der Stan-

dardliteratur zu Randelementmethoden.



2.6.4 Stabilitat

Es seien ¢ und ¢p a¢ die exakte und die numerische Ldsung der retardierten Integralgleichung
S¢ = g. Die Ableitung ¢ = d¢/0t erfiillt die Formulierung (P), wihrend f a¢ 1= 0dp,a¢/0t als
Lésung der folgenden diskreten Formulierung in H™271(At,V}) berechnet wurde, d.h.
Finde fra: € H™~ YAt V},) so, daB
(Poad) { O(nat frar) = Jo e Jrtnai(z, 1) gy A (2, ) dsy dt

fiir alle 'l,bh,At € H;n2(At, Vh),

wobei die Bilinearform b das iterierte Integral

oo / t t— —
b('¢h,At7fh,At) :/ 6—20'1‘// vhy.&t($7 )fh,At(ya |$ y|) dSy dSI dt
0 rJr dr|z — y|

ist. Setzt man fiir ¢p ar € HI2 71 (AL, V3),

bo(dn, Aty frat) = b(A™ bn ar, frar)

so ist die obige Formulierung ein klassisches Variationsproblem mit nicht-symmetrischer Bilinear-
form by auf H7271(At,V}). Mit den Elliptizititsabschitzungen fiir S, d.h. fiir das obige iterierte
Integral, folgt die Elliptizitdt von by, die die Existenz und Eindeutigkeit von fj A; in jedem der
Unterrdume HY(At,V3) von HO(0,00; H=/2(T)) garantiert,

bo(fr,ae, frar) = b(dnar, 0:dn,a8) > Clonad? /9172 > CAL

2
fh,At|a,0,—1/2-

Mit diesen Uberlegungen 148t sich eine Stabilititsaussage in den zugehérigen Funktionenriumen

machen.

Satz 2.6.2. Ist g; ,, eine konsistente Approximation von ¢’ in H;/Q(O,oo;Hl/Q(F)), so ist das
Schema (2.36) im folgenden Sinne stabil

|&n,Atlo—1/2,-1/2 < C
fiir h, At — 0.
Beweis. Mit der Elliptizitit von by folgt, daf
Clonatlz _1 2,172 < bo(fuae fuar)

:/ 6_20t/fh7At($7t)g;L7At(iC,t) dSIdtS
0 r

woraus die Behauptung direkt folgt. O

!]Z,At|a,1/2,1/2|¢|a,—1/2,—1/2-

Bemerkung 2.6.2. Iiir den Fall affin-linearer Ansatzfunktionen in der Zeit, also mo = 1 148t
sich diese Stabilitdtaussage folgendermaflen formulieren. Zun&chst folgt mit der Ungleichung aus

Korollar 2.6.1

3 2 3 2
At |¢;L,At|a-,0,—1/2 At |¢h7At|o’,1,—1/2

IN

C|¢h,At|Z,_1/2,—1/2
o

IA



Das heifit aber mit den Notationen aus Abschnitt 2.5.2

tnt1
|¢/h,m|§,o,_1/2 = E / e 27| A dt < C,
14

n>0v '
wobei
Np
n| _— n iJ
A" = ||> " atdy,
7=l —-1/2,0
Mit
l‘n+1 At 1 _ e—ZUAt
/ 6—201‘ dt — e—QUtn/ 6—205 dS — e—QUtn 7
tn 0 20
folgt
1— 6—20'At
AtS § :6—20tn||An||2 S C
20
n>0
—20At
und, da =2 "— ~ At,

D e A A" < C.
n>0

Das bedeutet, daf die Blécke A™ von der Ordnung At=3/2 bleiben.

Bemerkung 2.6.3. Die Elliptizitdtsabschdtzung fiir S zeigt insbesondere, dafl die Konstante C' in
der Stabilitdtsaussage unbeschrinkt ist fiir kleine o. Diese Erkenntnis gilt ebenfalls fiir die folgenden

Aussagen.

2.6.5 Abschitzungen des Fehlers
Satz 2.6.3. Erfiillt die Losung ¢ die Regularitdtsbedingung

6 € H2(0, 00; H™*1 (1)) 1 HZ¥1(0, 00; LA(T)),
so gilt fiir den Fehler der numerischen Approximation

Atm2_1/2
|6 — ¢h,At|a,—1/2,—1/2 < C |g;L,At - glla,1/2,1/2 + hm1+1/2|¢|a,2,m1+1 + 7|¢|a,m2+1,0 :
Vh

Beweis. Aufgrund der Koerzivitit der Bilinearform & folgt fiir
bnat — Yrar € HL0, 00; HTYA(TY),

wobei 9, a; eine beliebige Funktion aus H)'?(At, V},) ist, die Ungleichung

Clonat — ¢h,At|Z,_1/27_1/2 < b(bnar — Unat, Phoar — ) +0(Prat — bnan, @ — Yhag). (242)



Da ¢p, a¢ und ¢ Losung der diskreten bzw. kontinuierlichen Variationsproblems sind und damit die

Formulierungen (P) bzw. (Py a¢) erfiillen, gilt fiir den ersten Term der rechten Seite

b(Sh.ar — Vhat Phoar— @) = / e 2 /F(%,m — Yn,at) (Ghas — ¢') dsy dt

0

o0
= / e 27 < prar - ‘Lbh,m,g%,m —g'>r dt
0

1 oo . .
= %/ < L(dn,at — Yuat) (n+i0), L(gh ae — ¢') (n+i0) >r dn

1 . .
<5 |L(n,at = Yrae) (1 +i0) | g-1/200) | L(Gh,ae = ) (1 +80) [gry2gry dn

L[~ _ . .
— o | BT L Gnac = s (4 i0) sl VLG a0 = 90+ ) ey d
< |pnat — Puatle 17217219000 — 9'l01/2,1/2-
Mit der Stetigkeit von b 148t sich der zweite Term in (2.42) abschdtzen durch
|b(¢h,At - 'U‘)h,Ah 65/ - ‘%,Atﬂ < C|¢h,At - ‘¢’h,At|a,—1/2,0|¢/ - ‘L/J;L,At|a,1/2,0

und mit Hilfe von (2.41) ergibt sich

/ ! C / / 1!
|b(¢h,At - @/)h,At’ ¢ — ’¢h,At)| < ﬁ|¢h,m - ‘¢’h,At|a,—1/2,—1/2|¢ - wh,Atlml/ZO'

Benutzt man diese Abschétzungen nun in (2.42) und teilt durch [¢s At — Ph Atlo,—1/2,—1/2, SO folgt

1
|dn,at — ¢h,At|a,—1/2,—1/2 <C |92,At - 9/|a,1/2,1/2 + ﬁkﬁl - f‘/);z,Atla,l/Q,O

3

woraus unter einmaliger Benutzung der Dreiecksungleichung und der Beriicksichtung der Tatsache,

daB vy A+ beliebig aus H*2(At, V},) gewdhlt wurde, die Abschitzung

| — ¢h,m|a,—1/2,—1/2

1
<C|lg' - g + inf { — Pratlo—1/2,-1/2 + —=|¢" — ¥} }
S lg 9h,At|a,1/2,1/2 G mrEHT (ALY | — n, t|a, 1/2,—1/2 \/E|¢ ¢h,At|a,1/2,0

folgt. Zum Nachweis der Behauptung bleibt noch die Abschidtzung des Infimums. Wegen der Re-
gularititsvoraussetzung gilt ¢ € C™2(0,00; L%(T)). Damit ist die L?-Projektion von ¢ auf Vj,
¥u(+,t) == qno(+,t), eine Funktion im Raum C™2(0, 00; V3). Mit der Eigenschaft 2.40 gilt zunéchst

(6, 8) = Yn (s D)l gg-ryapy < CH™ RS0, gmasrry (8> 0),

woraus durch Integration mit dem Gewicht e=2% in der Zeit folgt

|6 — Phls0,-1/2 < Chml+3/2|¢|a,0,m1+1- (2.43)

Unter Benutzung der Identitdt

[onrds=an ([ o6s)ds)



folgt die gleiche Abschitzung fiir die zeitliche Ableitung von ¢,
|6 — ¥nlo—1,—172 < Chml+3/2|¢|a,0,m1+1- (2.44)
Aus (2.43) und (2.44) erhdlt man

|6 — by,

or1/2,m1y2 < CR™ T2 00 11 (2.45)
Es sei ¥p,aAr = ra¢¥p. Dann folgt mit Lemma 2.6.2
Vn = Yhatlo 12172 < CAE™2F3 2|y 0 s
Aus den Stetigkeitseigenschaften der Projektion g folgt die Abschidtzung
[On (s )l =120y < PR D)2y < o0 D)2y,

wobei die erste Ungleichung allgemein gilt. Dieselbe Abschétzung gilt analog fiir die zeitlichen

Ableitungen von 1y, und ¢. Als direkte Konsequenz erhilt man

|¥n — Yratle,—172,-1/2 < CAtm2+3/2|¢|a,m2+1,0- (2.46)

Mit der Dreiecksungleichung folgt

A

|6 — Ynatlo—172,-172 < @ = Vhlo—1/2,-172 + |Ph — Vnatlo,—1/2,-1/2
Chm1+3/2|¢|0,0,m1+1 + CIAtm2+1/2|¢|07m2+170

IA

und auf gleichem Wege folgen die Ungleichungen

A

16" — Vhlon/20 < Ch™ ], 2,my 41 (2.47)
|05 — Yhoadoyijzo < CAtm2_1/2|¢|a,m2+1,0- (2.48)

Mit den Resultaten (2.45)-(2.48) kann nun eine obere Schranke des Infimums angegeben werden

1

Vh

hm1+1/2 (|¢|072,m1—|—1 + h|¢|0,0,m1—|—1) +

o - 'abz,mn,m,o}

Atm2_1/2
Vh

inf {|¢ — Ynatlo—1/2,-1/2 +
wh,AteHc 2(At7Vh)

<C

(|¢|0’,MQ-I—1,0 + \/EAt2|¢|o'7m2+l,0>

Unter Beriicksichtigung von |¢|s0m,+1 < C|®|s,2,m,+1, was sich direkt aus der Definition von

|+ |o,s,2 ergibt, und mit |@|ym,41,-1/2 < [@lomas1,0 folgt die behauptete Abschétzung des

Fehlers. O

In der Praxis ist es einfacher, den Fehler in der Norm HZ(0,00; L?(I')) zu bestimmen. Da-
her ist im folgenden Satz eine Abschdtzung in dieser Norm gegeben. Der Beweis erfolgt &hnlich zu

dem der vorigen Aussage.



Satz 2.6.4. Erfiillt die Losung ¢ die Regularitdtsbedingung
¢ € H, (0,00, H™*H(D)) N H2*1(0, 003 LX(T)),

so gilt fiir den Fehler der numerischen Approximation

hm1+1/2 Atmg—l/?

\/—\/—|gh At — 9 |cr 1/2,1/2 + \/— |¢|U,2,m1+1 + T|¢|o‘,m2+1,0 .

Bemerkung 2.6.4. Die Regularititsbedingungen in den S&tzen kann nicht bewiesen werden, sie

|¢ — dh.Atlo00 < C

scheint jedoch erfiillt zu sein, falls g sehr glatt ist.

Bemerkung 2.6.5. Die beiden S#tze zeigen insbesondere, dafi bei einem konstanten Verh&ltnis
zwischen Netz- und Zeitschrittweite die optimale Wahl der Polynomgrade durch my = m; + 1

gegeben ist.






Kapitel 3

Numerik der retardierten

Potentialintegralgleichung

3.1 Kollokationsmethode

In diesem Abschnitt wird die retardierte Potentialintegralgleichung direkt geltst nach einer Metho-
de, die von Davies und Duncan in [DaDu] fiir Quadrate benutzt wird.
Fiir eine gegebene Funktion ¢ in Raum und Zeit und eine glatte Oberfliiche P C R ist eine Funktion

u zu bestimmen so, daf}

R e

z —y|
Die Oberfliche P wird reguldr trianguliert in flache Dreiecke T € 7 und u wird approximiert durch
eine Funktion U, die stiickweise konstant ist im Ort und stiickweise affin-linear, global stetig in der

Zeit fiir eine uniforme Diskretisierung des Intervalls [0, 7] mit Zeitschrittweite At, d.h.
= xr()ur(l)
TeT
wobei xr(z) =1, falls z € T, x7(z) = 0 sonst, und

N

ur (t) =) _upfi(t),

=0
fiir die tempordren nodalen Basisfunktionen §;, d.h. 8;(jAt) = §;;, und eine geeignete Wahl von N,
so dafi die Approximationslésung bis zum Zeitpunkt N At ~ T berechnet wird. Diese Approximation
wird in die Gleichung eingesetzt, die dann an den Mittelpunkten z7/ der Dreiecke 7' € T und
ganzzahligen Vielfachen ¢ := nAt der Zeitschrittweite At getestet wird. Dies gibt

XT T uTt —|xTr =Y
serir) = S [ o =3 4,

ser’!STer o =yl
ur(t™ — |zp — yl)
_ Z/ ds,
TeT |$T/ B y|
_ Z / ur (t" — ImT/—yI)dS —I—/ ur (1" — |z — yl) ds
|z — Y Y ' |z — y| v
TeT\T'

Die Integrale in der Summe werden mit Einpunktquadraturen am Mittelpunkt approximiert. Dazu

sei &7 die affin-lineare Transformation, die das Dreieck T}.f = conv {(0,0), (1,0), (0,1)} orientie-



rungstreu auf 7" abbildet. Es ist dann

’ tn i Y 1 — ’ tn - |- ! — @
/ ur (" — |27/ — yl) ds, = / ur(t” — |zr T(y)l)gram(desy
T e —y Ty |z — P7(y)|

Lur(t” — |z — @7(27,,,))
2 |$TI - (I)T('rTref)|

gram @,

wobei gram @7 = y/det((D®r)!D®r) die Gramsche Determinante der Transformation ist. Das
singuldre Integral wird wie folgt behandelt,

up (1" — |z — ur (" — |z — @
/ ug( |z — yl) ds, = / ur |27 T (ymgram b7 ds,
/ lzT — y| Tyes |z — @7 (y)|
1
I~ (" — 1 — ®p _ b7 d
uT( |$T T (wTref)l) /Tref |$T’ — (I)Tl(y)lgram T Sy
1
= /tn —_———— @ ld
ur ( )/Tef |$T’ — (I)T’(y”gram T! GSy,

wobei ®7/(1/3,1/3) = zp/ benutzt wurde. Diese Approximationen fiihren auf die Gleichung

Crpup (7)) = glag,t™) = Y Cppur(t” — |zp — @p(1/3,1/3)]), (3.1)
TeT\T'

1 _ gram ®p

C(T’,T’ = gram (bT’/ dSy und CT',T

Tyop |27 — 10 (Y)] 2z — 2|

Die Konstanten Crv 7/ kénnen entweder numerisch approximiert oder analytisch berechnet werden
(vergl. Abschnitt 3.3). Die Terme ur(t" — |27 — z7|) kénnen aufgrund der stiickweisen Linearitét
der Funktionen ur exakt ausgewertet werden, indem zwischen ganzzahligen Vielfachen von At

interpoliert wird, genauer gilt
ur(t" — |z — 27|) = (1 — epr p)ur((n — mp 1) AL) + epr pur((n — mp p — 1)At),
wobei
mpr = ||ep — z7|/At]  und  er = |z — 27|/ At — M1,

mit der Operation -] = max{k € Z;k < -}. Einsetzen dieser Umformungen in Gleichung (3.1)
ergibt

n—mmqs, n—mps p—1
Cropupr = g(z7r, nAt) E Crir ( (1- GT’,T)UT i +€T’TUT T ) .
TeT\T;

Das Schema kann nun in Matrixnotation geschrieben werden, d.h. es wird an allen Mittelpunkten
{z1}reT gleichzeitig getestet. Mit der Anfangsbedingung U = 0 zum Zeitpunkt ¢ = 0 und den
Koeffizientenvektoren u” = (u%)jzl,...,|7’|7 g" = (9(x1,,1"));=1,.. 71 ergibt sich das Verfahren

n—1
_ Z Q™ (3.2)
m=1



wobei die Matrizen Q™ gegeben sind durch

QmG.k)= > Crn(-enn)+ Y.  Crmern, fallsm#0,

mT] 7Tk:m mijTk =m-1

Q°(j, k) = ;TT fags =k
P —" T, 1.(1 — e, 1), sonst.

Die Matrix Q° ist diagonal, wenn das Netzverhdlinis r := ming, r,e7 1,27, At/|z7, — 27,| kleiner
oder gleich eins ist, so dafl das Schema explizit ist fiir » < 1. Unabhingig von r braucht Q°
nur ein einziges Mal invertiert zu werden. In einer Implementation kann beispielsweise eine LU-
Zerlegung von Q¥ durchgefiihrt und abgespeichert werden. Die Matrizen Q™ sind schwach besetzt
und reprisentieren verschiedene Zeitebenen, d.h. dafl der Zeit-Raumkegel, der die Berechnung der
Losung in einem bestimmten Punkt beeinflufit, zerlegt wird in Kreisringe zu unterschiedlichen
zuriickliegenden Zeiten. IFiir eine beschrinkte Oberfliche P, d.h. P hat endlichen Durchmesser,
heifit dies insbesondere, dafl nur endlich viele Matrizen @™ von Null verschieden sind. Der maximale
Index ist dabei kleiner oder gleich |diam(P)/At] + 1.

Numerisches Beispiel. Als erstes einfaches Beispiel sei P = [0,1]*x {0} und g(z,t) = exp(—10(t—
2.5)?). P wird uniform diskretisiert in halbierte Quadrate mit Seitenlinge h. In Abbildung 3.2
ist der Logarithmus der L?~Norm |[U(-,t)||2,p als Funktion in der Zeit dargestellt, wihrend die
Abbildung 3.1 das zeitliche Verhalten der Lésung am Mittelpunkt der Platte zeigt. Die tatsdchliche
Losung dieses Beispiels kann experimentell bestimmt werden und zeigt, daf die Lésung nach ¢ =
15 rasch verschwindet. Fiir die meisten Netzverhiltnisse wichst die Ldsung exponentiell, was ein
eindeutiges Indiz fiir Instabilitdt des Verfahrens ist. Im Gegensatz zu den Resultaten von Duncan
und Davies in [DaDu] fiir Quadrate, bei denen der Algorithmus stabil ist fiir Netzverhiltnisse
r € ]0.65,1], kann hier keine Vorhersage iiber Stabilitit gemacht werden. Es ist interessant zu
beobachten, dafl die Instabilititen reguldr sind in dem Sinne, daf die Losung auf benachbarten
Dreiecken unterschiedliche Vorzeichen annimmt (vergleiche Abbildung 3.3). Glittungsoperatoren
konnen verwendet werden, um diese Instabilititen zu beseitigen (siehe [DaDu], [Ry1] und Abschnitt

3.6.2). In den Beispielen wurden die Koeffizienten C7v 7+ analytisch berechnet (vergl. Abschnitt 3.3).

3.2 Ein einfaches Galerkin—Schema

Satz 2.4.4 besagt, dafl die retardierte Potentialintegralgleichung zu einer koerziven Bilinearform as-
soziiert ist. Wie in Abschnitt 2.5 bereits geschildert wurde, kann die Lésung des Variationsproblems
(P) von Seite 55 mit Hilfe von diskreten Teilriumen Vj a; von H}(0,00; H='/2(P)) approximiert
werden. Zunédchst wird fiir Vj o; der Raum der Funktionen gewidhlt, die stiickweise konstant im
Ort und stiickweise affin-linear in der Zeit sind fiir eine reguldre Triangulierung 7 von P in flache

Dreiecke und eine uniforme Diskretisierung des betrachteten Zeitintervalls mit Zeitschrittweite At,



Abbildung 3.1 Stabile Losung der Kollokationsmethode nahe des Mittelpunktes der Platte mit » = 0.9,
h = 1/16 aufgetragen gegen die Zeit

d.h.
~ N
Vit = {f € H30, 00 HTP(P)); f0) = 32 S0 wion (00xr(2), (wh)rerognen € RTX(N“)} .
TeT n=0

Dabei bezeichnen yr und S, dieselben Funktionen wie im vorigen Abschnitt. P bezeichnet die
diskretisierte Oberfliche, d.h. P := Urer 7. Die Bilinearform b aus (2.35) 1aft sich wie folgt
diskretisieren: Es sel f € Vi a¢ mit Koeflizienten (v%) und ur(t) := Ej-v:o u%ﬂﬁ](t) Aufgrund
der Bilinearitdt ist es zunéchst ausreichend, b(¢, x7, f) zu berechnen. Es ist mit einer einfachen

Approximation des Zeitintegrals

b(YnxT, f) = / _QUt//XT/ Un(D)0:f(y,t = |2 = yl) dsy ds; dt

|z — yl
~ 2At€_20t / / XT, an t ) f(yat - |:C - y|) dSy de
|z — y]
= 2Ate” 2" // xr(2)0:] (9, " = |2 = y]) dsy ds;
|:c - yl

= 2Ate‘2‘”‘m//at y,t" — |z — yl) dsy ds;
' Jp Ix—yl

= o [ @Ol oill g g,
rJP

TeT |x B yl

= 2Ate 2" Z/ / xr( 8tuT —le -yl ds, ds

rer /TP = =] ’
n 0

= 2Ate %1 / / v (t —yl) dsy ds,
TET ac B yl

= 2Ate 2" / / Qpur (1" — |z — y]) ds, ds;
TeT\T' |r N y|
n ’ ! tn — |\ —

F2Ate=20! / Orur (" = |2 = yl) 4o g,
o |z — y

Die Integrale in der Summe werden durch Gaufische Dreipunkt—Quadraturen approximiert. Dazu

bezeichne wieder ®7 die affin-lineare Transformation, die das Referenzdreieck 7).; orientierungs-
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Abbildung 3.2 Logarithmus der L2-Norm der numerischen Lé&sung aufgetragen gegen die Zeit fiir die

Kollokationsmethode fiir verschiedene Netzverhéltnisse » mit h = 1/16

treu auf T abbildet. Es ist dann

/ /&w(t “le= o) 4o g
T JT |9E—3/|

Qeur(t* — |7(z) — @

/ / tuT | T (iC) T(y)l)gram (I)T dsygraln (bT/ dSI
Tyes I Tres (@7 (@) = @7(y)]

3

N et (@ — [@7i(2) — @7(8s)])
2 /T T er(e) - or(&)]

gram ®pgram &7 ds,

3 3
O:u — | ®ri(£,) — @
Zwang T |(I)T'| 7(&a) T(gﬁ)Dgram drgram O
p=1

(o) = D7(Ep)]

17) dri(E, P
Z Wawg tUT(|q)T,| T (5 ) T(gﬁ)Dgram drgram O,

= (&) - o1(&)]

wobei &,,a =1, ..., 3, die Gaulschen-Quadraturpunkte auf 7}..y und w,,a =1,...,3, die zugehori-

gen Gewichte sind. Das singuldre Integral wird approximiert durch

Opur(t™ — |z — ram 7 1
/ / e ) dsy ds, ~ Oyur (t”)glam T / ds
rJr Ir—yl 2 Jr e -y

Dabei kann das Integral auf der rechten Seite entweder analytisch oder numerisch berechnet werden

(vergl. Abschnitt 3.3). Fiir die lineare Form in der Formulierung (P) von Seite 55, also die rechte
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Abbildung 3.3 Instabile Losung aus der Kollokationsmethode nach 500 Zeitschritten fiir ein Netzverhalt-
nis » = 0.6 und A = 1/16. Dabei ist besonders die Regularitit der Instabilitat zu beachten

Seite der Variationsformulierung, ergibt sich

) 3
[ [ @)nong (et dss de s 25062 gram @, Y 0 dig (@), 17,
0 P

a=1

Nach Dividieren durch gram ®7. und 2Ate=2°" fiithren die Approximationen auf die Gleichung

Crr g Opug: (1" Zwaatg O7(&s), Z Z C 3tuT —|®7/(&) — D7(€p)])s

a=1 TeT\T' a,f=1
(3.3)

wobel dhnlich wie beim Kollokationsverfahren

1 1
Cl ;) = = 7(1
T, T 2 /T’ |$Tl _y| Sy

o gram &7
"ori(6a) — Br(Es)|

Eine zeitliche Integration der Gleichung (3.3) fiihrt, unter Verwendung von u7/(0) = ¢(-,0) = 0,

a,B
C ’,T

auf die Relation

Cro g (t Z wad (Br:(&a), ") = > Z CHipur(t” — O (&) — ®r(¢))).  (3.4)
TeT\T' a,5=1

Dieser Schritt ist méglich, da in der mathematischen Formulierung des Modellproblems die Funktion

g zum Zeitpunkt ¢t = 0 als verschwindend angenommen wurde, wihrend dies fiir die Lésung ohnehin

gefordert ist. Die Terme ur(t" — |®7:(&,) — P7(€s)|) konnen wiederum durch Interpolation zwischen

ganzzahligen Vielfachen von At errechnet werden. Dies gibt

ur(t" = |@10(Ea) = 7)) = (1= cp’p)ur((n — mp’p) At) + ¢plpur((n — mg7 - DAY,



wobel

mylr = [[@1(&) = @r(&)|/At]  und G = |@7(&) — r(Ep)l/ At — m

Einsetzen in die Gleichung (3.4) resultiert in dem Schema

3
CT/7T/‘1LT%/ = Z wag(QT/(fa), ’YLAt)
a=1
(n—m /5) ap  (r=m3f-1)
- X3 e (0l g
TeT\T'! a,=1

Damit 148t sich (3.4) in Matrix-Notation schreiben, d.h. es wird mit allen Basisfunktionen gleich-
zeitig getestet. Die diskrete Losung U € V7 a; erfiillt dann, unter Beriicksichtigung der Anfangs-
bedingung U° = 0, das Gleichungssystem

n—1
QOU’I’L =" _ Z C'?m(]n—m7

wobei U?, b Vektoren mit den Eintrigen ugﬂ, bzw. 22:1 wag(Pr/(€s), 1AL) sind. Die Matrizen Q™
sind gegeben durch

Q" (4, k) = Z CT =+ > e, falls m#0,

a,f
m =m-—1
T Tk T, Ty,

Cr. 7., fallsj=k,
Q°(s, k) = " o o8
ZmaT,ﬁTkZO CTJ,Tk(l eT T,), sonst.
h

Im Gegensatz zur Kollokationsmethode ist die Matrix QU hier diagonal, falls die Zeitschrittweite At
dividiert durch den minimalen aller Absténde zwischen zwei Gaufi-Punkten auf zwei verschiedenen
Dreiecken kleiner als eins ist. Fiir halbierte Quadrate mit Seitenldnge h lautet diese Bedingung
r < v/2h/3, mit dem Netzverhiltnis r aus dem vorigen Abschnitt. Wie bei der Kollokationsmethode
sind die Matrizen Q™ schwachbesetzt und nur endlich viele sind nicht-verschwindend. Wieder
kann eine einmalige LU-Zerlegung der Matrix Q° durchgefiihrt werden.

Numerische Ergebnisse. Die Abbildungen 3.4 und 3.6 zeigen die numerischen Ergebnisse fiir
das Beispiel aus Abschnitt 3.1. Es ist iiberraschend, daf} alle getesteten Netzverh&ltnisse stabile
Lésungen geben. Fiir sehr kleine Werte von r erreicht die Losung ihr Maximum spéter, als
Beobachtungen es erwarten lassen, d.h. die Lésung ist falsch. Dieses Phinomen 148t sich dadurch
erkldren, dafi hier der Unterschied zwischen der auf den Wert eins skalierten Lichtgeschwindigkeit
und dem Netzverhiltnis sehr grof ist. In der Simulation wirkt sich dies durch Auslassen wichtiger
Zeitebenen beim Berechnen eines Losungswertes aus. Das Netzverhiltnis sollte daher - sofern
moglich - nahe an eins gewdhlt werden. Abbildung 3.5 zeigt die stabile Lésung fiir » = 0.6 und
h = 1/16 nach 500 Zeitschritten. In den Beispielen wurde wieder die analytische Berechnung der
Koeffizienten C: 7 gewihlt.

Bemerkung 3.2.1. Die Bedeutung des Integrationsschritts in der Diskretisierung wird spéater noch

einmal analysiert werden.
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Abbildung 3.4 Logarithmus der L2~Norm der numerischen Lésung aus dem Galerkinschema aufgetragen

gegen die Zeit, h = 1/16
3.3 Berechnung des singuliren Integrals

In den hergeleiteten Algorithmen zur Approximation von Lésungen der retardierten Potentialinte-

1
/7@
Tl — 27|

fiir ein Dreieck T mit Mittelpunkt z7 auf. Diese kénnen entweder analytisch oder numerisch be-

gralgleichung traten Integrale der Form

rechnet werden.

3.3.1 Analytische Berechnung

Der Einfachheit halber wird das oben definierte Dreieck 7).y betrachtet. Dieses kann so verscho-
ben werden, daB der Mittelpunkt z7,,, gleich dem Ursprung ist. Das Dreieck wird dann in sechs
Teildreiecke wie in Abbildung 3.7 zerlegt. Es ist dann
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Abbildung 3.5 Stabile Losung des Galerkinschemas nach 500 Zeitschritten fiir das Netzverhéltnis » = 0.6,
h=1/16
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/4 % 1 arccos(1//5) ﬁ 1 37 /4—arccos(1//5) ﬁ 1
_ 9 / /3 ¢—rdrd¢+/ /3 "’—rdrd¢+/ /”2_ * lrdrds
0 0 r 0 0 r 0 0 r

/4 1 p arccos(1/+/5) 1 p 37 /4—arccos(1//5) 1 p
=2 -
/0 3cos¢ ¢+/0 3cos¢ ¢+/0 3v2cos ¢ ¢
+ —

é :|71'/4 N |:ln b b ]371‘/4—3.I‘CCOS(1/\/5)
0 \/5 0
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0
2(1 ‘1—|—tana/2‘ | ‘1+tanﬁ/2‘ 1 | ‘1+tan7/2
==1Iln
3

arccos(l/\/g) 1
] [ln

n = 2.4072,
wobei a = 7/4, 3 = arccos(1/v/5) und v = 37 /4 — arccos(1/+/5) ist. Haben die beiden Seiten am
rechten Winkel des Dreiecks die Linge h, so ergibt eine Anwendung der Transformationsformel den

Wert 2.4072h.

2 2 2 2 2 2
1 —tana/2 . 1—tanB/2| ' 2 |1 —tanvy/2

3.3.2 Quadraturformeln fiir singulire Integrale

Zur Motivation der Quadraturformeln sei f eine integrierbare Funktion auf dem Dreieck T}cf o 1=

conv{(0,0),(1,0),(1,1)}. Dann ergibt die Variablentransformation y = zs (vergleiche [Duf])

/wa(z,y)d(x,y) = /OI/OIf(m,y)dydz

_ /01 /01 f(z, 8z ds da.
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Abbildung 3.6 Logarithmus der L?-Norm der numerischen Lésung aus dem Galerkinschema fiir kleine

Netzverhiltnisse » und h = 1/16

Hat der Integrand f eine Singularitit am Ursprung und ist f(z,y) = g(z,y) - (2% + y*)(=2/?) fiir

eine beschrinkte Funktion g € L*(7,.s2) und eine positive Konstante a € R, so ist
F(w,25)0 = g(z, as)s' (1 + 2) /2,

d.h. die Funktion (z,s) — f(z,zs)z ist beschrinkt auf T,.;>. Damit kann eine beliebige Qua-
draturformel fiir das Einheitsquadrat auf das Integral mit dem Integranden f(z,zs)z angewendet
werden und ergibt eine zum Ursprung gewichtete Formel fiir 7).¢ . Die nachstehende Tabelle 3.1
zeigt, wie die Mittelpunktregel und eine Gaufische Vierpunktregel transformiert werden.

Zur Berechnung eines Integrals, dessen Integrand eine Singularitdt am Mittelpunkt des Dreiecks

1
/ 7(151?7
Tref |x_‘rTref|

wird das Dreieck T).s in drei Teildreiecke wie in Abbildung 3.8 zerlegt. Fiir jedes dieser Teildrei-

hat, wie zum Beispiel

ecke ist der Integrand singuldr an einem Eckpunkt. Mit affin-linearen Transformation lassen sich
diese Dreiecke auf 7’..s 5 abbilden, so dafl die Singularitit am Ursprung ist. Auf diese Weise lassen
sich Quadraturformeln beliebiger Ordnung zur Integration singuldrer Funktionen auf Dreiecken de-

finieren. Die affin—linearen Abbildungen sind fiir den Fall, daf die Singularitdt am Mittelpunkt ist
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Abbildung 3.7 Zerlegung des Dreiecks

Regel Quadraturpunkte und Transformierte Punkte
—gewichte auf [0, 1]? und Gewichte auf 7,9
Mittelpunktregel £E=(1/2,1/2) n=(1/2,1/4)
w= 6=1/2
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Tabelle 3.1 Transformierte Quadraturformeln

gegeben durch

(I)[ : Tref,Q — T[,
@ Ty — T,

®rrr:Trepo — Trrr,

Die Mittelpunktregel gibt die drei Quadraturpunkte (

L d.h.

f(z) de

Tref

1 5 2
“a(f(ﬁ*ﬁ)+f(

12712

55N, (25
12712 12712 '

(€1,&2) = (1 =&)/3+ &, (1-£&)/3)
(&1,6) = (1 =&)/3+ (& — &), (1 -&)/3+ &)
(&, &) = (1 =&)/3, (& — &)

1)7 (15_27 %) und (12—2, %) mit Gewichten

wihrend sich fiir die 4-Punkt—Regel auf [0, 1]? die in Tabelle 3.2 gezeigten zwolf Punkte ergeben.

Anwenden dieser und einer aus einer 9-Punkt Quadraturformel resultierenden 27-Punkt—Regel

auf das Integral [ 1

¢ Tory —al

ds, ergibt die folgenden Werte im Vergleich zu Berechnung mit einer

nichttransformierten 73 Punkte Quadratur und der analytischen Bestimmung
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Abbildung 3.8 Zerlegung des Dreiecks und Transformation auf das Einheitsquadrat
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Tabelle 3.2 Transformierte Vierpunktregel bei Unterteilung eines Dreiecks in drei Teildreiecke

3.4 Numerische Stabilitat

Der Satz 2.6.2 garantiert die Stabilitdt der Galerkin—Verfahren, sofern die diskrete Formulierung
exakt behandelt wird. Probleme in der Diskretisierung der retardierten Potentialintegralgleichung
wurden in den vorigen Abschnitten illustriert und die numerischen Beispiele zeigten, dafl die Sta-
bilitdt der Verfahren stark von den Approximationen abhidngt. Um ein Stabilitdtskriterium fiir die
diskretisierten Schemen zu erhalten, wird die Integralgleichung auf einer unendlich grofien flachen
Platte, die mit halbierten Quadraten der Seitenldnge h wie in Abbildung 3.9 trianguliert wird,
betrachtet. Die Verfahren resultierend aus der Kollokationsmethode aus Abschnitt 3.1 und der
Galerkinmethode aus Abschnitt 3.2 angewandt auf P = R? x {0} werden in Shift-Operatoren
geschrieben. Diese Form der Algorithmen erlaubt es, Amplifikationsfaktoren zu berechnen, die nu-
merische Stabilitdt indizieren. Es scheint naheliegend, dafl ein Schema, welches stabil ist auf der
unendlichen Platte auch stabil ist im Falle beschrinkter Gebiete. Im speziellen kann jedoch die
Geometrie der betrachteten Oberfliche gewisse Ausldschungseigenschaften verursachen, die fiir ein

scheinbar instabiles Schema stabile Ergebnisse liefern.

Anzahl der Quadraturpunkte ‘ 3 Punkte ‘ 12 Punkte ‘ 27 Punkte ‘ analytisch
Jr., Ve — o ds, | 320306 | 223686 | 248385 | 24072

Tabelle 3.3 Resultate fiir verschiedene Quadraturformeln



In den folgenden Abschnitten werden allgemein Algorithmen betrachtet, die sich in der Form

n—1

m=0
schreiben lassen. Solche Konvolutionssummen treten beispielsweise auch in der Elastodynamik auf

(vergl. [PeSi]). Dabei wird LP-Stabilitit wie folgt definiert.

Definition 3.4.1. Ein Schema der Form (3.5) heifit LP-stabil fiir 1 < p < oo, wenn es von n, h
und At unabhiingige Konstanten A und C gibt, so daB fiir eine beliebige Anfangsfunktion U° die
Losung von (3.5) der folgenden Abschitzung geniigt

U™, < CeX U0, (3.6)
fiir alle n € N mit ¢ = nAt.

Bemerkung 3.4.1. Diese Definition der Stabilitdt unterscheidet sich von der in Theorem 2.6.2.
Fiir eine geeignete Wahl von ¢ und eine diskrete Losung U die das Kriterium (3.6) mit p = 2 erfiillt,
gilt jedoch [U|, 0 r2(ry) < C.

Abbildung 3.9 Triangulierung von R? x {0} mittels halbierter Quadrate

3.4.1 Notationen und Definitionen

Es bezeichne T die uniforme Triangulierung des Gebietes I' := R? x {0} mit Dreiecken der Sei-
tenldnge h wie in Abbildung 3.9. Eine Funktion f : I' — R, die konstant ist auf jedem Dreieck
T € T wird mit einer diskreten Funktion f* :Z? — R? identifiziert, die definiert ist durch

fom = (,B), falls  flguper =a und  flpwowe = 3,
wobei

Té‘%er = conv{(nh,mh),((n+ 1)h,mh), ((n+ 1)h, (m+ 1)h)} und
Tj;ﬁer = conv{(nh,mh),((n+ 1)h,(m+ 1)h), (nh,(m+ 1)h)}.



Eine diskrete Funktion f gehért zu L?(T), falls

1720y =0 Y faml® < oo,

(n,m)€eZ?

und zu LY(T), falls

Il =0 D |faml < o0

(n,m)€Z?

Die diskrete Fourier—transformierte f einer Funktion f € L%(7) N L'(7) ist definiert als

f(w) — h2 Z e—iz,u-(n,m)hfan7 we [07 27T/h]2

(n,m)€Z?

und kann allgemeiner fiir Funktionen f € L?*(T) definiert werden. Wie in der kontinuierlichen

Situation definiert die diskrete Fouriertransformation einen isometrischen Isomorphismus von L?(7)
nach L2([0, 27 /A]%).
Die Shift-Operatoren S, und S, sind auf L*(7) definiert durch

(Sxf)n,m — fn—l,’rrm (Syf)n,m — fn,m—l

und gehen unter der Transformation iiber in Multiplikationsoperatoren

(SISEF) ~(w) = K > e lmISIShr),

(n,m)€Z?
— h2 Z e_iw.(mm)hfn—j,m—k
(n,m)€eZ?
S D D A L
(n,m)€eZ?
— h2 Z e—iw~(r+j,s+k)hfr7s
(r,s)€Z?
e—iw~(j,k)hh2 Z e—iw~(r,s)hfr7s

(r,s)€Z?
W), (k) e R

3.4.2 Algorithmen in Shift—-Operator Notation

Wie im Falle beschrénkter Oberflichen fiihrt die Diskretisierung der retardierten Potentialinte-

gralgleichung auf der Oberfliche R? x {0} mittels der Kollokationsmethode auf ein Schema der



Form

n
CTlower7TlowerU lower == g(mTlower,t )
5k 5k 5k

n— mTll%ueryTJlokwer n— mTloweryT]lol;wer 1
- CTlower Tlower (1 — €Tlower Tlower)U lower ’ ‘I‘ €Tlower TlowerU lower ’
Z Lm gk Lm gk T Lmo gk
(Il,m)eZ?
(Lm)#(3,k)
TL—mTupper Tlower n— mT“PPET Tlower = -1
C 1— U ILm 7k + U 73k
T“PPGT Tlower GT“PPGT Tlower Tupper fTuPPET Tlower upper 3
(l 72 im 75k im 75k I,m im 75k
m)€

fiir untere Dreiecke und

n n
CTHPPET T“PPETi /pupper = g(xTﬂ-PPET, t )
3.k T,k 1,k 3,k

n— mTlloweryTuiper n— mTloweT T“]}:PGT_I
E CTlower upper (1 - CTlower T“PPET)U lower ” ’ + leower T“PPETU lower 7
lm gk lm gk Tl,m l,m 'k
(I,m)€eZ?
n—mTupper Tupper n—mTupper Tupper—l
E CTupper Tupper (1 — GTluTiper7T]u1;per)UTupperl,m 3.k _I_ GTZ“TIZLPGT7TJ“£P5TUTupp6lem 3,k
([ m EZ2 l,m ’ ’ l,m
(1;m)#(5:k)
fiir obere Dreiecke. Es sei U, = (U|;ﬂlower,U|?Wer)7 dann konnen die Gleichungen geschrieben
’ 5k 3.k
werden als
n
0 n myin—m
QU = _ZQ U™ (3.7)
m=

wobei die Operatoren Q™ 2 x 2-Matrizen sind deren Eintrige rationale Polynome in den Shift—
Operatoren S; und S, sind. Diese Polynome sind unabhéngig von dem betrachteten L&sungs-
paar U, Im Gegensatz zur bisherigen Vorgehensweise, in der homogene Anfangsbedingungen und
nichthomogene Randbedingungen gestellt wurden, wird hier ¢ = 0 gesetzt, dafiir aber U° # 0
angenommen, um nicht die triviale Lésung U = 0 zu erhalten. Diese Modifizierung dient dazu, den
numerischen Stabilitdtstest unabhdngig von der rechten Seite g zu machen.

Die Matrizen Q' konnen folgendermaBen berechnet werden. O.B.d.A. sei (j,k) = (0,0) und
(r,s) € Z? beliebig. In der Berechnung von Up, wird die erste Komponente der von der Zeit

abhéngigen Funktion U, s zu einem fritheren Zeitpunkt benétigt. Dies liefert den Beitrag

ras mT;LEpeT Tuppe'r
(1 = equpper qupper ) Coppper qupperSp.Sy- zu Q7 o0 (1, 1) und
m . upper upper +1
r Qs Trs Ny
eqpprer gupper Cpppper pupper 5.5y au Q@0 vob (1, 1),

wobei die Konstanten epupper qupper, mqpupper pupper und €qupper pupper genau wie in Abschnitt 3.1
ris odgo ris odgo s ido0
definiert sind. Der Einflu der zweiten Komponente von Ui ergibt sich analog und verursacht

einen Beitrag zu den Matrixeintrigen

mT£fJSwer7T(;L718P€T Tlower T“PPET

Q (1,2) und Q *1(1,2).

Auf die gleiche Art werden die Komponente Q'(2,1) und Q'(2,2) errechnet.



3.4.3 Fourier—transformierter Algorithmus und L?-Stabilitét

Die diskrete Fourier-Transformation iiberfithrt das Schema (3.5), das sich umschreiben 148t zu
n—1
7 = Z QnUTT = 3" QUL (k) € 7
m=0
in die Gleichung

wobei q; = Q7 (e"™1h emiw2h) sofern Q) = Q/(S,,S,) fiir eine Abbildung @’ von den Shift-
Operatoren in ein Quadrupel von rationalen Polynomen.

Es sei

10 n—1
Po 1= ( 01 ) und  p, = —qy! Z GnmPm Tir n > 1. (3.9)
m=0

Dann kann Gleichung (3.8) geschrieben werden als

Um = p,U°.

In dieser Form 148t sich die Stabilitdt der Verfahren einfach untersuchen. In [Da2] findet sich das

folgende Kriterium.

Satz 3.4.1. Das Schema (3.5) ist L2-stabil, wenn es eine positive Konstante C' gibt so, daB fiir die
Koeffizienten p,, aus (3.9) gilt

Hanoo <C (n € N)7 (3.10)

wobei fiir eine Matrix—Norm | - |22

IPnllso = sup{|pn(w)l2x2; w € [0, 27/h]%}.

Beweis. Unter Benutzung der Parsevalschen Identitédt folgt

10720y = 102 (0,20 /a2y = 1PnT° 2 (p0 27 /1)
1 2r/h  p2n/h 0
<m0 [ Bl P
Hanoo 2rn/h  p2n/h
S 471'2 |l]0 |L2 ([0,27/R]?)
= ||anOO||U0||L2 (o2n/i) = IPallocllU°NZ2 7y < CIU N2 (7
womit die Stabilititsbedingung (3.6) erfiillt ist. O

Bemerkung 3.4.2. Dieser Satz liefert ein Stabilitdtskriterium, dafi nur von der Zeitschrittweite

At abhidngt, denn die Netzweite & hebt sich sowohl in den Koeffizienten C7 7/ als auch in den

Exponenten der Ausdriicke e=*" auf.



Umgekehrt 148t sich sagen, wann das Schema fiir die unendlich grofie Platte instabil ist.

Satz 3.4.2. Existiert ein offenes Intervall I C [0,27r/h)? so, daf fiir alle n € N

pn(W)laxe > ¢n (weET) (3.11)

fiir eine Folge (c,) die gegen unendlich konvergiert, d.h. fiir alle k¥ € N existiert ein ng € N, so daf

¢, > k fiir alle » > ng, so ist das Schema fiir die unendlich grofie Platte instabil.

Beweis. Um die Aussage zu zeigen, sei als Anfangsdatum U° folgendermaBen gewihlt

U = 8;00k0(1,1).

Js

Dann gilt U°(w) = A? fiir alle w € [0,27/h]?, ||U°||2 = h und somit folgt wie im obigen Beweis

||Un||% 1 /27r/h/~27r/h )
= - d
||U0||% h24r? |, o |Pn (@) |22 dw
1 27 2 )
= . d
4n? /0 [P (@) 552 dw

] 5
2 mc'rm

wobei |I| das Maf des Intervalls I bezeichnet. Wird nun ein Zeitpunkt to fest gewdhlt, und ist
At, :=tg/n, so folgt ||U(-,t0)||2 = o0, also kann (3.6) nicht erfiillt sein. O

3.4.4 [*>~-Stabilitat

Die I2-Stabilitit eignet sich vor allem fiir grofie, flache Platten. Fiir beschrinkte Oberflichen eignet
sich auch der Begriff der L°°—Stabilitdt. Die L>°—Stabiltdt von Schemata der Form (3.5) wurde von
Rynne in [Ry3] untersucht. Dort wird das folgende hinreichende Kriterium angegeben.

Satz 3.4.3. Fiir ein Schema der Form (3.5) sei

an =p((Q")7'Q™),

wobei p den Spektralradius einer Matrix bezeichne. Dann ist das Schema L*-stabil, falls die re-
kursiv definierte Folge

n

bo=1, b= anby_pm, n>1, (3.12)

m=1

beschrinkt ist. In diesem Fall gilt ||u"||c0 < b,]|°||co-

Beweis. Siehe [Ry3]. O

Dieses Stabilitatskriterium ist sehr einfach zu iiberpriifen, Davies berichtet in [Da3] jedoch,

dafl es Algorithmen gibt, die L —stabil sind, das Kriterium jedoch nicht erfiillen.



3.4.5 Numerische Ergebnisse der Stabilititstests

L?>-Stabilitit. Abbildung 3.10 zeigt wie die Amplifikationsfaktoren p” der Kollokationsmethode
exponentiell mit n wachsen bei einer Frequenz w = (0, 7/2h), wihrend die Faktoren p& des Galer-
kinschemas beschrinkt bleiben. In Abbildung 3.11 zeigt der Graph von pPOO als Funktion von w,
welche Frequenzen fiir die Instabilitit verantwortlich sind. Diese sind fiir Netzverh&ltnisse r = 0.6
und r = 1.2 nahezu dieselben, ndmlich die Frequenzen bei denen eine Komponente nahe 0 oder

nahe 27 ist.

Die Graphen der Maximumnorm |[pS]|. o,27/n 1M Abbildung 3.12 lassen vermuten, daff das Ga-
lerkinschema stabil ist fiir alle Netzverh&ltnisse.
Der numerische Stabiltdtstest wird bestdtigt durch die verschiedenen Beispiele fiir das nichthomo-

gene Problem aus den vorigen Abschnitten.

L*—Stabilitat. Da sich die Kollokationsmethode in den Beispielen als extrem instabil erwies wird
fiir die L°°-Stabilitdt nur das Galerkin—Schema auf dem Einheitsquadrat untersucht. Gemé&f der
Diskretisierung aus Abschnitt 3.2 ergeben sich die Matrizen Q™ und mit Satz 3.4.3 die Koeffizienten
am = p ((Q°)71Q™). Die mittels (3.12) definierte Folge ist in Abbildung 3.13 fiir verschiedene

Netzverhiltnisse gezeigt. Die Folge wichst exponentiell, was die Beobachtung von Davies bestitigt.

Z—Stabilitat. Ein anderer Stabilitdtstest fiir Algorithmen der betrachteten Form kénnen aus der
Z—Transformation hergeleitet werden (vergleiche [PeSi]). Dieser Stabilitdtstest scheint jedoch zu
stark zu sein und war nicht in Ubereinstimmung mit den Beispielen aus den Abschnitten 3.1 und

3.2.

3.5 Diskussion des numerischen Aufwands

3.5.1 Numerische Kosten

Um den hohen numerischen Aufwand der vorgestellten Algorithmen zu illustrieren, wird das Verhal-
ten der Rechenzeit bei Halbierung der Zeitschritt— und der Netzweite betrachtet. Die Lésung wird
in jedem Fall bis zu einem fixierten Zeitpunkt {5 = 23.6 berechnet. Es wird der stabile Algorith-
mus aus Abschnitt 3.1 bei einem konstanten Netzverhdltnis r = 1.0 verwendet. Die Assemblierung
der Matrizen Q™ erfolgt dabei in der Programmiersprache C'. Das Zeitschrittverfahren wird in
MATLAB durchgefiihrt, wobei eine LU—Zerlegung der zu invertierenden Matrix Q° abgespeichert

wird.

Abbildung 3.14 zeigt, daB sich der zeitliche Aufwand wie O(N?) verhilt, wenn N die Anzahl der

Freiheitsgrade bezeichnet.



Abbildung 3.10 Vergleich der Amplifikationsfaktoren p& und p2 bei einer Frequenz w = (0, 7/(2h)) fiir
r=1.2
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Abbildung 3.11 Amplifikationsfaktoren aufgetragen gegen die Frequenz fiir » = 0.7 und n = 80 (links)
und n = 50 mit r = 1.2 (rechts)
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Abbildung 3.12 Logarithmus der ||p]|eo, n € [1, 100]



r=0.2
T

I I I I I
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
r=0.6

r=1.4
150 T T T T T T T T T
100~ q
50 T
0 4
-50 I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Abbildung 3.13 Logarithmus von bS], n € [1,200], bei verschiedenen Netzverhiltnissen r
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Abbildung 3.14 Rechenzeit in Sekunden aufgetragen gegen die Anzahl der Freiheitsgrade fiir den
Standard-Algorithmus (links) und das Schema aus Abschnitt 3.5.2 (rechts)

3.5.2 [Ein numerisch giinstigerer Algorithmus

Die Kollokationsmethode aus Abschnitt 3.1 resultiert aus einem Galerkinschema, wenn die Integra-
le iiber die Dreiecke mit Mittelpunktregeln ausgewertet werden. Wie sich in den Beispielen und in
der numerischen Stabilititsanalyse zeigte, ist der resultierende Algorithmus extrem instabil. Einzi-
ger Vorteil im Vergleich zum vorgestellten Galerkinverfahren in Abschnitt 3.2 sind die wesentlich
niedrigeren numerischen Kosten. Im Schema mit der Gaufischen Dreipunktquadratur werden etwa
neunmal soviele Rechenoperationen benétigt, wie bei der Kollokationsmethode. Die Frage die sich
stellt ist, ob es wirklich notwendig ist, alle auftretenden Integrale mit der aufwendigeren Dreipunkt-

quadratur zu behandeln. Da die Koeffizienten C7 7/ gréfer sind, wenn der Abstand zwischen 7" und

T’ klein ist, als wenn sie weit von einander entfernt sind, ist die Idee, die Integrale

/ / atCT(Y7t_ |X_Y|) dSdex
TJT! x —y|



mit einer hoheren Quadraturformel nur im ersten Fall, also falls dist(7,7") < & fiir einen fest
gewidhlten Parameter x, zu approximieren. Die Abbildung 3.14 zeigt, dafl die Rechenzeit sich hier
etwa wie O(N?) verhilt.

Numerische Ergebnisse. Bei einem Netzverhiltnis r = 1 ist der Parameter k = 2h ausreichend,
um stabile Ergebnisse fiir das Beispiel mit g(z,#) = exp(—10(¢ —2.5)%) aus den obigen Abschnitten

zu erreichen.

3.6 Andere Approximationen
3.6.1 Verwenden einer Quadraturformel fiir das singulire
Integral

Die Behandlung des singuldren Integrals in den bisher prisentierten Algorithmen erscheint nicht

zufriedenstellend. Anstatt das duflere Integral in dem Ausdruck

/ / atCT(t - |$ - y|) dSy dSI
TJT |z —yl

mit einer Mittelpunktregel zu approximieren und dann das innere Integral analytisch oder mit Hilfe

einer Quadraturformel aus Abschnitt 3.3 zu berechnen, kann zunéchst eine héhere Formel auf das
dufere Integral angewendet werden. Anschliefend miissen singuldre Integrale ausgewertet werden,
bei denen die Singularitdt des Integranden nicht am Mittelpunkt des Dreiecks liegt. Werden die
Dreiecke jedoch so in Teildreiecke zerlegt, dafi die Singularitdt in jedem Teildreieck auf einer Ecke
liegt, so fiihren die Ideen aus Abschnitt 3.3 auf Quadraturformeln fiir diese Félle.

Beispielsweise kann das duflere Integral mit einer Gaufischen 73—Punkt—Regel approximiert werden
und die resultierenden 73 singuldren Integrale mit einer aus einer 9 Punkt—Quadratur fiir Quadrate

resultierenden 27-Punkt—Quadratur fiir singulére Integrale, d.h.

Orer(t™ — |z — y|) / Orer (1™ — |®7(&) — yl)
ds,ds, =~ gram® E w; ds
/T/T ERN ! & ! D7 (&) — !

73 27

~ ram Oer(t" — |Pr(&i) — Pr(;)])
= (@) D T e et

Dabei sind (&;,w;) die GauB-Punkte und (n;,0;) die Quadraturpunkte der Approximationsformel
fiir singuldre Integrale auf dem Referenzelement 7.
Numerische Ergebnisse. Fiir das Beispiel aus Abschnitt 3.1 liefert diese Approximation instabile

Lésungen, wie Abbildung 3.15 zeigt.
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Abbildung 3.15 Logarithmen der Losungen bei Anwendung einer Quadraturformel auf das singulére

Integral im Galerkinschema, h = 1/16

3.6.2 Einfiihrung eines Glittungsschritts

Rynne fiihrt Glattungsoperatoren ein (siehe [Ry1]), um Instabilititen in Algorithmen fiir die retar-
dierte Potentialintegralgleichung resultierend aus Kollokationsmethoden zu beseitigen. Diese Ideen
wurden in [Ry2], [RySm] weiterverfolgt und sollen hier auf die aus den Galerkin—Schemata resul-

tierenden Algorithmen angewendet werden.

Um die Gldttungsformel zu beschreiben, sei angenommen, dafl die numerische Lésung bis einschlief}-
lich des Zeitpunktes t*~! berechnet wurde, d.h. daB alle Koeffizientenvektoren U', ..., U"~! bekannt
sind. Mithilfe der vorgestellten Algorithmen werden dann die beiden n&dchsten Vektoren U™ und

U™t berechnet. Die Approximation zum Zeitpunkt nAt wird dann ersetzt durch den Mittelwert
1
U= (U=t 420" + U™ . (3.13)

Der Vektor U™t wird gel6scht, bevor der beschriebene Prozefl mit n ersetzt durch n+1 wiederholt
wird, um die Approximation U"*! zu bestimmen. Lésungen, die sich verhalten wie (—C)", werden
durch diesen Prozefl gedimpft, solche mit C ~ 1 werden stark geddmpft. Fiir in der Zeit stetig
differenzierbare Funktionen fiihrt der Mittelungsschritt auf einen Fehler der Ordnung O(At#).

Scheinbar erfordert die Berechnung der Lésung unter Verwendung dieses Mittelungsschritts den
doppelten numerischen Aufwand im Vergleich zur direkten Berechnung. Dies ist jedoch nicht der

Fall, wenn der Glattungsschritt in einer modifizierten Weise aufgeschrieben wird.

Es seien U1, ...,U""? sowie die Hilfslésung U™~ 1** bereits berechnet. Die Prozedur, die Losung



zum Zeitpunkt ¢~ zu berechnen, lautet dann

Un* — (QO)—I ( Un 1,%% Z QmUn m)

Un—l — i (Un,* + QU’rL—L** + Un—2) , (314)

[ — (QO)—I ( Un 1 Z QmUn m)

wobei die mit Sternen markierten Vektoren U”~!* und U”~'** nur Hilfsvektoren sind, die nach

der Berechnung von U”~! nicht mehr ben&tigt werden.

Die Anzahl der arithmetischen Operationen in (3.14) 148t sich reduzieren so, daf die Anzahl derer

im urspriinglichen Zeitschrittverfahren nur geringfiigig vergréfert wird.

n—1
o = a” — E :QmUn—m’

( 0) ( n o_ QlUn_l’**) 7 (315)
Un— — i (Un * + 2[J"— 1,%% + Un— 2)
Un *k ( ) ( n QlUn—l) 7

wobei ¢” und die gesternten Vektoren wiederum temporire Hilfsvektoren sind.

Numerische Ergebnisse. Abbildung 3.16 zeigt die Normen der stabilisierten L&sungen

fiir die Behandlung des singuldren Integrals mit einer Quadraturformel.

Stabilitatstest. Um die Stabilitit des um den Glattungsschritt erweiterten Algorithmus zu
analysieren, werden die Vektoren V" = (U™** U""') und 6" = ((Q%)~'a",0) eingefiihrt. Der
Algorithmus (3.15) 148t sich dann in der Form

RO‘/n =" _ Z Rmym

schreiben, wobei die Matrizen R' gegeben sind durch
w_ (M @ . 0 @)@
—1d 41d — (QY)-'Q' |’ Q)-'Q'—21d  -1d

R— ( 0 (@Q)7Q™ ) |

und

0 0

Dabei sind Id die Einheitsmatrix und 0 die Matrix mit Nulleintrdgen, deren Dimensionen der der
Matrizen Q' entsprechen.

Eine Argumentation wie in Abschnitt 3.4 erlaubt dann die Einfiihrung von Amplifikationsfaktoren,
die Stabilitit indizieren. Die Graphen in Abbildung 3.17 zeigen, wie die Frequenz w = (0,7 /h)
durch die Glattung stabilisiert wird.
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Abbildung 3.16 Logarithmen der geglédtteten Losungen bei Anwendung einer Quadraturformel auf das

singulare Integral im Galerkinschema, h = 1/16

3.6.3 Verbesserte Approximation des Zeitintegrals

Die Behandlung des Zeitintegrals in der Diskretisierung der Bilinearform (2.35) erscheint etwas

unbefriedigend. Statt einer Einpunkt-—Quadratur wird nun eine Zweipunktquadratur verwendet.

Dazu sei wieder beispielhaft a(8,-1¢., 3m¢./) betrachtet. Es ist

:/Oooe—%f@n_l(t) /F 5

1 n—
%5(2At)€_2at 1/2ﬁn—1(tn_1/2)/

a(ﬁn—1¢z7 ﬁm¢z’)

2

AL _gpen
S D YD DT DI PREaes

TCwzT'Cw,

Bt — |z — y) ¢ (y)9-(x)

+ E(QAt)e—Qat”_Sp /Bn—l (tn—3/2) /

ds de dt
|z =yl ’
Y2~z =y ()6 (¢
ﬁm (t |.Z’ y|)¢z (y)¢z (.73) dsy dSa’;
.. |z — y|
I =3/2 g — !
ﬁm(t |33 y|)¢z (y)¢z($) dsy dSz
.. |z — y|
N i Lip '
R (€ (E)
a=1 g=1 |€gl - gg

x (2B, (2 = JeT - €f )+ o, (e (e - €f))

Dabei bezeichnen (w,, 56{)&:17,“% - und (wg, 55/)5:1,...,LT - Quadraturformeln, die unterschiedlich
sind in den Fillen T'=T" und T # T". Die Terme

Bl 2 — el — el und B (- (€ — €l

kénnen wie oben approximiert werden. Insgesamt ergibt sich wieder ein Zeitschrittschema der Form

n—1
QOUn =" _ Z QmUn—m
m=1
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Abbildung 3.17 Amplifikationsfaktoren zur Frequenz w = (0, 7/h) bei der Behandlung des singuldren
Integrals mit einer Quadraturformel im Galerkinschema. Algorithmus ohne (links) und mit (rechts)

Glattungsschritt

Numerische Ergebnisse. Fiir den GauBschen Puls g(z,t) = exp((2.5 — t)?) zeigten alle geteste-
ten Netzverh&ltnisse extrem instabile Ergebnisse, die selbst durch die Einfiihrung eines Gldttungs-

schritts nicht stabilisiert werden konnten

3.6.4 Auslassen des Integrationsschritts

Die Diskretisierung der Bilinearform (2.35) fiithrte auf die Gleichung (3.3),

Cri O (t" Zwaatg (®ri(&a), ™) — Y Z CHipdrur(t” — |7(E) — D1(£5)))

a=1 TeT\T' a,=1
(3.16)

fiir Quadraturpunkte &,, {3, affin-lineare Transformationen ®7, &7 und Konstanten Cr v, Ca}fBT
die nur von der Geometrie abhidngen. Diese Gleichung wurde zeitlich integriert, so daff aufgrund
homogener Anfangsbedingungen die Stammfunktionen betrachtet werden konnten. Wird dieser
Schritt ausgelassen, so sind die zeitlichen Ableitungen der rechten Seite g und der temporiren
nodalen Basisfunktionen 3, zu betrachten. Die Funktion 0;g wird durch eine Approximation g}LAt
von O:g im diskreten Raum Vj a¢ ersetzt. Im Fall stiickweise affin-linearer Funktionen f, sind die

Ableitungen 0,0, gegeben durch

A, tE((n—1)At, nAt)
atﬁn(t) — Z_

€ (nAt, (n+ 1)At)
0, sonst.
Dabei ist zu beachten, daf§ die Ableitung der Funktion £, unstetig ist in den Punkten (n — 1)A¢,
nAt und (n + 1)At. Auf der rechten Seite der Gleichung (3.16) wird der linksseitige Grenzwert



betrachtet, d.h.

1
At

Diese Wahl 148t sich dadurch begriinden, da8 der Term dyur(t") aus dem Integral

/ / 8tuT, |$_y|) dSdeI
’ 1 |$— |

resultiert. Im Integral ist |z — y| stets positiv, so dal das Zeitargument t" — |z — y| im gesamten

Integrationsbereich kleiner als ¢ ist. Fiir die Ausdriicke O;ur(t” — |®7/(£,) — ®7(€5)|) aus der

8tuT/ (t ) = UT’

rechten Seite von (3.16) ergibt sich mit den Notationen aus Abschnitt 3.2, sofern das Argument
kein ganzzahliges Vielfaches der Zeitschrittweite At ist, also nicht an Unstetigkeiten ausgewertet
wird,

Dur(t" — |®1:(64) — @7(E)]) = 3yur((n — mFFIA) — ur((n - mih, ~ 1A,

d.h. es wird zwischen ganzzahligen Vielfachen der Zeitschrittweite interpoliert und dabei der rechts-
seitige bzw. linksseitige Grenzwert benutzt. Im Fall, daB das Argument t” — |®7/(£,) — ®7(&3)| ein
ganzzahliges Vielfaches von At ist, so wird wie oben vorgegangen, es wiren jedoch auch andere
Ansidtze denkbar. Fiir eine stetig differenzierbare Funktion ist der Fehler in dieser Approximation
jedoch klein. Der hier gewihlte Ansatz hat den Vorteil, daff sich Gleichung (3.16) nun einheitlich

schreiben a8t als

CT’ T!

a,p a,p
LN a,fB 1 =T g Ny ,—1
AL U Z“aghm Ori(€a),t") = Y Z v ( o s )

a=1 TeT\T' a,5=1

und somit auf ein einfach zu erstellendes Gleichungssystem der Form (3.5) fiihrt.

Bemerkung 3.6.1. Ahnlich wie oben kann das singulire Integral durch hohe Quadraturformeln

berechnet werden.

Numerische Ergebnisse. Um die Qualitit der beiden Algorithmen zu vergleichen, wird eine
konstruierte rechte Seite g verwendet, so daf sich als Lésung die Funktion u = ¢ ergibt (siehe
unten). Abbildung 3.18 zeigt, dafl der relative Fehler

1t = U Ol 2 o72)
t

e(t) ==

fiir den Algorithmus ohne den Integrationsschritt kleiner ist (h = 1/16, r = 1.0).

3.6.5 Verbesserte Behandlung benachbarter Dreiecke

Tatsdchlich tritt in der Diskretisierung der Bilinearform (2.35) nicht nur das iterierte Integral

tn — | —
/ onat(y, |z —yl) ds, ds, (3.17)
T JT! |$ - y|
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Abbildung 3.18 Relativer Fehler im Ort fiir das Schema ohne (links) und mit Integrationsschritt (rechts)

bei Behandlung des singulédren Integrals mit Quadraturformel im Galerkinschema

fiir T = T’ als singulires auf. Auch im Fall, daB T und T’ eine gemeinsame Kante oder einen
gemeinsamen Knoten haben, spielen Singularititen eine Rolle. Bei der Approximation eines der
beiden Integrale mittels einer Quadraturformel mit Punkten im Innern von 7 bzw. T’ erscheinen
keine Singularititen mehr, der Fehler in der Approximation wird jedoch grof§ sein. Um diesen
Fehler zu verkleinern, werden beide Integrale mit einer hohen Quadraturformel approximiert. Um
den numerischen Aufwand klein zu halten, wird dies immer dann getan, wenn der Abstand der
Mittelpunkte z7 und 27 kleiner einem vorgegebenem Parameter ist, also beispielsweise falls |z7 —
zi| < p.

Numerisches Beispiel. Als numerisches Beispiel wird der Algorithmus ohne Integrationsschritt
betrachtet, in dem das singulidre Integral fiir 7 = T’ mit einer hohen Quadraturformel behandelt
wird. Zusidtzlich wird ein Stabilisierungsschritt aus Abschnitt (3.6.2) verwendet. Als Parameter wird
p = 2h verwendet und im Fall |z7 — 27/| < p fiir T # T' wird das iterierte Integral (3.17) mittels
zweier 73-Punkt Quadraturen behandelt. Als Beispiel wird eine rechte Seite so gewidhlt, dafl die
Lésung durch U =t gegeben ist. Abbildung 3.19 zeigt deutlich, dafi die Approximation verbessert
wird. Es ist interessant zu beobachten, dafi auch die Stabilitdt des Verfahrens gréfler wird (vergl.

Abb. 3.20).

3.6.6 Zusammenfassung der Ergebnisse

Aufgrund der Ergebnisse der letzten Abschnitte konnte empfohlen werden, den folgenden Algorith-

mus zu verwenden, d.h.

e cine Quadraturformel gem&B Abschnitt 3.3 fiir das singulédre Integral zu verwenden,

e cine hohe Quadraturformel fiir benachbarte Dreiecke zu verwenden,
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Abbildung 3.19 Losung nahe des Mittelpunktes der Platte fiir A = 1/20 und » = 1.0 im Intervall
[0, 50At], mit verbesserter Approximation benachbarter Dreiecke (links) und ohne (rechts)

25

Abbildung 3.20 Die verbesserte Approximation benachbarter Dreiecke verbessert die Stabilitdt der Ver-
fahren. L?~Norm der numerischen Losung des verbesserten Algorithmus im Intervall [0, 300A¢] (links)

und des urspriinglichen Algorithmus (rechts)

e den Integrationsschritt auszulassen und

e cinen Glattungsschritt durchzufiihren.

Die Stabilitét dieses Algorithmus kann nicht numerisch nachgewiesen werden, denn eine Fourier—
Analyse zeigt, dafl es instabile Frequenzen gibt (vergl. Abb. 3.21). In den numerischen Beispielen
waren jedoch alle Lésungen stabil. Es wird angenommen, daf§ die instabile Frequenz nur fiir sehr

feine, kaum berechenbare Netzweiten in Erscheinung tritt.
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Abbildung 3.21 Die Amplifikationsfaktoren wachsen exponentiell bei einer Frequenz (0, 37/(8h))

3.7 Diskretisierungen héherer Ordnung

3.7.1 (P1,Pl)-Diskretisierung

Anstelle der stiickweise konstanten Ansatzfunktionen im Ort zur Diskretisierung der Bilinearform b
wie in Abschnitt 3.2 werden nun stiickweise affin—lineare, global stetige Funktionen betrachtet. Fiir
eine Diskretisierung der Oberfliche I' mittels dreieckiger Facetten T" € T zu einer approximierenden
Oberfliche T'y, mit Knoten z € A 148t sich eine nodale Basis (¢.).cn definieren, deren Funktionen

sich charakterisieren lassen durch

e Fiir alle z € NV ist ¢, stetig auf I';, und affin-linear auf jedem Dreieck T € T.

e Fiir alle z € NV gilt ¢,(z) =1 und ¢,(2') = 0 fiir alle 2’ € N\ {z}.
Damit wird die Losung ¢, a; der retardierten Potentialintegralgleichung gesucht im diskreten Raum

Viar = {f € 0,5 HAE) o) = X3 R 00-), (Hrerosnsn € RNX(N“)}.

z€N n=0

Wiéhrend in Abschnitt 3.2 die Bilinearform durch Einsetzen der diskreten Ldsung und jeweils ei-
nem Basiselement ¢, (3,, diskretisiert wurde, um die Struktur der Formulierung besser zu verstehen,
geniigt es hier, zwei Basiselemente einzusetzen, d.h. b(¢.08,, ¢./3) zu berechnen. Ein Zeitschritt-

verfahren ergibt sich dann aus der Linearitit der Bilinearform in beiden Argumenten. Es ist

b(¢zﬁn7¢z'ﬁm) = / _QUt// ¢Z atﬁm L= |$ — y|)¢2( ) (t) dSy dSqu dt

|z —y|
~ 2Ate—20’t”/ ¢Z ( )8tﬁm(t B |$ B y|)¢z($) dSy dS.r
Ty JTy, |~"C —y

2Ate—20’t Z Z / 87fﬁ’m( |J’) - y|)¢z(l‘) dSy dSI,

TCw: T'Cw, |$ - yl



mit den Trigern w, und w,: von ¢, bzw. ¢,.. Fiir zwei verschiedene Dreiecke T' C w, und 77 C w./
wird das Integral in der Summe approximiert durch zwei Gaufische Quadraturen, die beispielsweise
davon abhdngen konnen, wie weit die Mittelpunkte der Dreiecke voneinander entfernt sind. Im Fall
T =T’ wird das Integral mittels der in Abschnitt 3.6.1 vorgestellten Formel behandelt. Die rechte

Seite der Formulierung (P a¢) aus Abschnitt 2.5.2 wird dhnlich wie die Bilinearform behandelt,
[0 [t dsdr ~ 280" [ 6. (00900017 ds.
0 r Ty

= 281" 3" | 6.(2)Ougn(w, 1) s,
T’sz E
und wieder wird eine Gaufische Dreipunktquadratur zur Approximation des Oberflichenintegrals
verwendet. Wie bei stiickweise konstanten Ansatzfunktionen resultieren die Approximationen nach
Auswertung der tempordren Basisfunktionen durch Interpolation zwischen ganzzahligen Vielfachen

der Zeitschrittweite At (vergleiche Abschnitt 3.6.4) in einem Schema der Form

n
QOAn :gn B ZQmAn—m
m=1
bei dem die Matrizen Q™ von der Dimension card V' x card A sind. Die Vektoren A* = (a%).cn
enthalten die Koeffizienten der Ansatzfunktionen ¢, zum Zeitpunkt #*. Die Matrizen lassen sich
elementweise assemblieren. Dazu seien T,T’ € T zwei beliebige Dreiecke und & € T, & € T' zwei
Quadraturpunkte auf 7" bzw. T’ mit Gewichten w und w’. Weiter seien z1, 23, 23 die Eckpunkte von

T und 2}, 25, 24 die von T'. Die Matrix

o
-

’ o ¢zi(£l)¢zl(€) ¢z{ (5/)9622( 21(5/)¢23(€)
AT =TI sy | #4(€)62(6) 6460826 64(€)6(9) |
0:4(€)0:4(6) 64(€)02,(6) d4(€)2,(€)

wobei |T|,|T’| die OberflichenmaBe von T bzw. T’ bezeichnen, wird dann zur Teilmatrix
Qm([zlv 22, 23]7 [217 257 Zé])

und multipliziert mit (—1) zur Teilmatrix

Qm+1([217 22, 23]7 [217 257 Zé])

addiert. Dabei ist der Index m gegeben durch

m = [|§ = &'|/At]

mit der Operation |-| aus Abschnitt 3.1. Es ist entscheidend, daB [z1, 22, 23] und [21, 25, z4] hier
nicht als Mengen sondern als Listen betrachtet werden.

Numerisches Beispiel. Es wird wieder das Beispiel auf dem Einheitsquadrat I' = [0,1]? x {0} mit
der rechten Seite g(z,t) = exp(—10(¢ — 2.5)%) aus den obigen Abschnitten betrachtet. Wieder wird
ein Glattungsschritt eingefiihrt, der die Stabilitit des Algorithmus verbessert (vergl. Abbildung
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Abbildung 3.22 Logarithmen der numerischen stiickweise affin-linearen Losungen im Ort fiir verschie-

dene Netzverhiltnisse (h = 1/16) ohne Glattungsschritt (links) und mit Glattungsschritt (rechts)

Abbildung 3.23 Numerische Losung mit P1-finiten Elementen nach 140 Zeitschritten (links) und Loésung
am Mittelpunkt der Platte (rechts)

3.22). Eine stabile Losung ist in Abbildung 3.23 gezeigt. Fiir verschiedene Netzverhéltnisse und

Netzweiten bis zu h = 1/30 konnten keine instabilen L&sungen beobachtet werden.

Stabilitat. Es wird davon ausgegangen, dafl der scheinbar stabile Algorithmus fiir die (P1, P1)-
Diskretisierung instabil wird fiir feine Netzweiten h. Eine Fourier—Analyse wie in Abschnitt ergibt
das in Abbildung 3.24 gezeigte Verhalten der Amplifikationsfaktoren zur Frequenz (0,37 /(8h)).

Der Stabilititstest fiir die (P1, P1)-Diskretisierung 148t sich folgendermafBien durchfiihren. Die
Loésung U wird mit Vektoren V; ;, identifiziert, der die fiinf nodalen Werte der Losung auf dem Qua-
drat mit unterer linker Ecke (jh, kh) enthélt. Dann 1aBt sich zeigen, daf die Normen 3= ; 1y c72 [Vl
und ||Ul[z2(r2) dquivalent sind. Um die Amplifikationsfaktoren zu berechnen, kann der in diesem
Abschnitt beschriebene Algorithmus fiir eine ausreichend grofle flache Platte berechnet werden.
Von den daraus resultierenden Matrizen Q' werden nur die Zeilen benétigt, die den fiinf Koeffizien-
ten eines beliebigen Quadrats, also beispielsweise des Einheitsquadrats, entsprechen, benétigt. Die

Eintridge in den verbleibenden Zeilen entsprechen dann einem Shift-Operator auf das Quadrat des



betrachteten Koeffizienten. Eine diskrete Fourier—Transformation erlaubt dann die Einfiihrung der

Amplifikationsfaktoren wie in Abschnitt 3.4.
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Abbildung 3.24 Langsam wachsende instabile Frequenz in der (P1, P1)-Diskretisierung

3.7.2 (P11, P2)-Diskretisierung

Satz 2.6.3 suggerierte, dafl das optimale Verhdltnis der polynomialen Approximationsgrade my =
mq+1 ist. Dabei ist m; der Polynomgrad der 6rtlichen Ansatzfunktionen und my der der temporéren
Basisfunktionen. Fiir die stiickweise affinen Ansatzfunktionen im Ort sollten daher quadratische
Funktionen in der Zeit gew&hlt werden. Fiir eine uniforme Diskretisierung des Zeitintervalls mit
Schrittweite At ist ein linear unabhingiges System von stiickweise quadratischen Ansatzfunktionen

gegeben durch (8,)nen, mit

Tt —t"2 e ((n—2)At, (n— 1)At],
Bu(t) = —(t— t”‘l)Q—i; A L AHE—t77Y), te ((n—1)At,nAl,
Lt —t7) — BE —2At(t — ) + At(t — "1, t € (nAt, (n+ 1)At],

0, sonst.

Die Diskretisierung der Bilinearform (2.35) 18t sich nicht so einfach durchfithren wie im Falle
stiickweise affin-linearer Ansatzfunktionen. Zur Approximation des Zeitintegrals sollten zunichst
zwei Quadraturpunkte verwendet werden, da sich der Triger einer Basisfunktion iiber drei Teil-
intervalle erstreckt. Beim Testen der Lsung gegen eine Basisfunktion ,_; liefert damit dieselbe
Funktion (,,_1 in der Linearkombination der Lésung den h&chsten Beitrag, wihrend (3, zu einem
relativ kleinen Beitrag fiihrt. In der Herleitung eines Zeitschrittschemas der Form (3.5) heifit dies,
daB die Eintrige in der Matrix Q° sehr klein sind. Dies 148t befiirchten, dafi das Schema extrem
instabil wird. Diese Vermutung bestdtigt sich auch in numerischen Experimenten. Vorteil dieser

Diskretisierung ist, dal beim Auslassen des Integrationsschritts keine Unstetigkeiten in den Ablei-

tungen der temporiren Basisfunktionen zu beriicksichtigen sind.



Numerische Ergebnisse. In den numerischen Beispielen wurden nur instabile Ergebnisse erzielt,

die sich auch durch Einfiihren eines Glattungsschritts nicht stabilisieren lieflen.

3.8 Konvergenzuntersuchungen

In der a priori Fehleranalyse der Variationsformulierung fiir die retardierte Potentialintegralglei-
chung garantierte Theorem 2.6.3 Konvergenz der vorgestellten Verfahren, sofern die Bilinearform
exakt behandelt wird. Ahnlich wie die Stabilitit wird auch die Konvergenz der Algorithmen stark
von den numerischen Approximationen abhidngen. In diesem Abschnitt soll an zwei Beispielen un-
tersucht werden, inwiefern Konvergenz in der Praxis erwartet werden darf.

Beispiel 1. Um eine exakte Losung der retardierten Potentialintegralgleichung zu kennen, wird
eine spezielle rechte Seite konstruiert. Dazu sei u(z,t) =0 fiir £ < 0 und u(z,t) = ¢ fiir t > 0. Als

rechte Seite der Integralgleichung wird dann

g(m,t) ::/ ’U(y,t— |.73 B yl) dSy
[0,112x {0} lz -y

benutzt. Ahnlich wie bei der Berechnung des singuliren Integrals kann ¢ analytisch berechnet wer-
den.

Numerische Ergebnisse. Abbildung 3.25 zeigt die Konvergenzresultate fiir das einfache Galer-
kinschema aus Abschnitt 3.2. Es ist iiberraschend, dafi beziiglich der Netzweite sogar quadratische
Konvergenz zu einem fixierten Zeitpunkt beobachtet werden kann. In der vollen Norm wird der

Fehler jedoch nur langsam klein. Fiir die anderen Algorithmen konnte keine Konvergenz beobach-
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Abbildung 3.25 Verhalten des relativen Fehlers |[le||r2(r) zum Zeitpunkt ¢ = 11.8 (links) und eo 0,0
(rechts). Dabei ist » = 0.9

tet werden, jedoch ist der Fehler wesentlich kleiner als fiir die einfache Approximation (vergl. Abb.
3.26).
Beispiel 2. Es wird noch einmal das Beispiel mit g(z,#) = exp(—10(t — 2.5)?) betrachtet. Da

hier die analytische Lésung nicht bekannt ist, wird eine Folge von Lésungen auf verschieden feinen



Abbildung 3.26 Relativer Fehler in der L?-Norm aufgetragen gegen die Zeit fiir das einfache Galerkin-
schema (-) und den Algorithmus aus Abschnitt 3.6.6 (- -) fir h=1/16 und r = 1.3

Gittern betrachtet. Abbildung 3.27 zeigt die verschiedenen L&sungen nahe des Mittelpunktes des
Einheitsquadrats. Dabei ist deutlich ein Glattungseffekt zu erkennen.
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0.4r

h=1/4
— = h=1/8
- - h=1/16
—_— h=1/32

0.3F
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0.1

u(M,t)
o

Abbildung 3.27 Losung nahe des Mittelpunktes M des Einheitsquadrats fiir verschiedene Werte von h
bei gleichbleibendem Netzverhéltnis » = 1.0

3.9 Numerisches Beispiel im Fall einer gekriimmten Oberfliche

Als numerisches Beispiel fiir eine gekriimmte geschlossene Oberfliche wird eine Ellipse betrachtet
und der Algorithmus aus Abschnitt 3.6.5 verwendet. Die rechte Seite ist wieder der Gaufische Puls.
Eine Triangulierung mit 1388 Elementen ist in Abbildung 3.28 gezeigt. Die Dichte nach 150 und
200 Zeitschritten fiir eine Zeitschrittweite At = 0.0707 ist in Abbildung 3.29 gezeigt.
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Abbildung 3.28 Triangulierung mit 1388 Elementen
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Abbildung 3.29 Loésung nach 150 und 200 Zeitschritten fiir die Ellipse. Dabei wurde der in Abschnitt

3.6.6 beschriebene Algorithmus verwendet






Kapitel 4

Analyse der Feldintegralgleichung

In diesem Kapitel wird eine Variationsformulierung fiir die sogenannte elektrische Feldintegralglei-
chung gegeben. Diese Randintegralgleichung ergibt sich aus der Formulierung der Probleme (1.11)
und (1.12). Die Ideen entsprechen denen der Analyse der retardierten Potentialintegralgleichung.
Daher wird hier auf eine tiefergehende Beweisfiihrung verzichtet. Es wird im wesentlichen der Ar-

gumentation in [Pu] gefolgt.

4.1 Oberflichendifferentialoperatoren und Spurriume

Zur direkten Analyse elektromagnetischer Streufelder werden einige Differentialoperatoren auf
Oberflichen benétigt. Dazu sei I' der glatte Rand eines beschrinkten Gebietes Q C R,
Fiir eine glatte skalare oder vektorwertige Funktion u auf I bezeichne % eine glatte Fortsetzung

von u auf eine offene Umgebung U C R? von T.

Definition 4.1.1 (Oberflachendifferentialoperatoren). Es sei 7 : ' — R? ein glattes, tan-
gentiales Vektorfeld, d.h. T'-n = 0 auf I'; und » : ' — R eine glatte, skalare Funktion auf I'. Die

Oberflichenrotation von T, curlp T, ist definiert durch die skalare Gréfie
curlp T :=n -curl T.
Die tangentiale Rotation von u, bezeichnet durch Curl pu, ist gegeben durch
Curlru :=n X grad @
und kann mittels der Beziehung
<curlpT,¢ >r= — < T,Curlrg >r (¢ € C™(I))

fiir Distributionenrdume definiert werden. Die Oberflichendivergenz von T, divp T, ist durch die

Relation
divp T := — curlp (T x n)
definiert. Der tangentiale Gradient von u ist per Dualitdt gegeben durch

< T,gradru >r= — <divpT,u >r .



Bemerkung 4.1.1. Die Definitionen sind unabhingig von den Fortsetzungen @, 7.

Bemerkung 4.1.2. Die Oberflichendifferentialoperatoren kénnen auch fiir offene Oberflichen de-

finiert werden. In der Dualitit sind dann jedoch Spuren auf 9I' zu beriicksichtigen.

Die Oberflichendifferentialoperatoren erlauben es, die folgenden Spurrdume zu definieren.
Definition 4.1.2. Mit den obigen Bezeichnungen sei
H-'?(div,T) = {c e H'V2()%¢c-n=0 auf I',divpce H_I/Q(F)} )
H™ ' 2 (curl,T) = {c e HY* )% ¢c-n=0 auf I, curlpc e H_I/Z(F)} .
H~Y%(div,T') und H='/?(curl,T) seien mit den natiirlichen Normen
Il - H2—1/2,div,F = |- H2_1/2,r + [[ divp 'H2_1/2,r und || - H2_1/2,cur1,r =l ||2_1/2,r + || curlp 'H2_1/2,r
ausgestattet.
Satz 4.1.1. Wird L?(I') identifiziert mit seinem Dualraum, so ist H~'/?(div, ') der Dualraum von
H~="%(curl,T') und umgekehrt.
Beweis. Siehe [Pu]. O

Bemerkung 4.1.3. Die Definition der Oberflichendivergenz divr kann folgendermaflen motiviert
werden. Dazu sei u ein glattes, tangentiales Vektorfeld auf I' und L ein geschlossener Pfad in T
M bezeichne die Teilmenge von I', die von L eingeschlossen wird. Dann ist nach dem Stokesschen

Integralsatz

/u-(nxt)dl = —/(nxu)-tdl
L L
= —/ n x curl(n X u) ds;
M

= —/ divr u ds,,
M

also kann divr u integriert iiber M interpretiert werden als der Anteil, der aus M ’herausfliefit’.

Fiir [ € R% x {0} entspricht divy dem zweidimensionalen Divergenzoperator.

Lemma 4.1.1. Es seien v, w € C*°(I'). Dann gilt

l.nxXxnXnXv=—nXuv;

2. (nxv)-w=-v-(nxw).

Beweis. Esgilt mit 24+ 2=1,3+1=1und 3+2=2

(n X V); = Nig1Vig2 — Nigp2Vit1,



folglich
o m . . 2 . 2 . . .
(N X 1 X U); = NNip1 Vig1 — ViV — Ny Vi + NipaNiVigo
und
2 3
(n X XN X U); = NNip1 MgV — NINip1Vigo — NipVigo
2 2 3 2
+ N Mg 2Vid1 — M1 Mg oVite + N oUipl + NiNi4oVit1 — NNy Mg 205

2 2 2 2 2 2
= —n;41(n + i1 + ni+2)vi+2 + N2 (ni + Niy1 t ni+2)vi+2

= —Nip1Vit2 + Nigavit1 = —(n X v);.
Weiter ist

(nxXv)-w = (ngvs — nava)wy + (n3v1 — n1v3)wy + (n1v2 — Navy)ws

= vi(nzwy — nows) + va(n1ws — nawy) + va(nawy — nqws)

= —v-(nXw)
O
Satz 4.1.2. Fiir v € H(curl,Q) sei n x v € H='/2(I") definiert durch
<mX v, >r= /chrl v dr — /churlﬂdm, (4.1)

mit ¢» € H'/?(T') und u € H'(2) so, daB u|r = ¢. Dann definiert (4.1) eine stetige, lineare Abbildung
von H(curl, Q) nach H='/%(I') und stimmt fiir glatte Funktionen mit der Tangentialkomponente
von v auf I' iiberein.
Beweis. Siehe [GiRal]. O
Lemma 4.1.2. Essei Q C R?ein beschriinktes Lipschitzgebiet und I' = 952 eine glatte Oberfliche.
Dann gilt
1. Die Abbildung v — (n X v)|r, v € H(curl,Q) definiert eine lineare, stetige und surjektive
Abbildung von H (curl, Q) nach H~'/2(div,T).
2. Die Abbildung v — n X (n X v)|r, v € H(curl,Q) definiert eine lineare, stetige und surjektive
Abbildung von H (curl, Q) nach H~=/2(curl,T).

Beweis. Siehe [Pu]. O

Wesentliche Konsequenz dieses Lemmas ist die folgende Variante der Greenschen Formel.

Satz 4.1.3. Es seien u,v € H(curl,Q). Dann gilt

<n><v,—n><(n><v)>r:/

curl vudz — / veurlwdz. (4.2)
JQ Q



Beweis. Es seien u,v € H(curl, Q) N C*()3. Dann gilt mit (4.1) und Lemma 4.1.1

/curlvﬂdm—/vcurlﬂdm = /nxvﬂdsx
Q Q r

= <-nx(nx(nxv)),u>r
= <nx(nxv),nXu>r
= <nxuv,—nX(nxu)>r.

Der allgemeine Fall folgt aus einem Dichtigkeitsargument, dem vorangegangenen Lemma sowie der

Dualitit von H=/?(div,T) und H=2(curl, T). O

4.2 Existenz und Eindeutigkeit

Analog zur Vorgehensweise im Teilproblem der skalaren retardierten Potentialintegralgleichung
kann die Formulierung elektromagnetischer Streufelder untersucht werden. Dazu wird zunédchst die
zeitharmonische Formulierung von (1.11) und (1.12) betrachtet.

Zu gegebenem w € C, Imw > 0, finde (F, B) € (H(curl, Q) N H(curl,Q"))? so, daB

iwkF + curl B =0,
(Qga) —twB4curlE =0 in
nXxFkF =c auf T
und
iwkF 4+ curl B =0,
(Qg) —twB+curl E =0 in
nxXF =c auf T

fiir gegebenes ¢ :=n x " ¢ H='/?(div,T).

Bemerkung 4.2.1. Die Ausstrahlungsbedingungen aus Bemerkung 1.7.2 wurden hier ersetzt

durch die Forderung (F, B) € (H (curl, Q))2.

Bemerkung 4.2.2. (i) Die Bedingungen div £ = div B = 0 wurden hier nicht mit aufgefiihrt,
denn fiir Losungen E, B € (H (curl, ) N H (curl, '))? folgt

E:;lcurlB und B:,icurlE,
1w 1w

so daf} die Divergenzfreiheit der Vektorfelder gewidhrleistet ist.
(ii) Fiir ein anliegendes Feld E™¢ ¢ H(curl,R?) ist die tangentiale Komponente n x E*° in
H~"%(div,I') und wurde in der Formulierung durch ¢ ersetzt.

Definition 4.2.1 (Schwache Formulierung). In der schwachen Formulierung von (Qg) und
(Qg)) wird E mittels der Beziehung F = %curl B eliminiert und B als Lésung der Variationsfor-

mulierung

/ (curl Beurl F — w?BF) do =< iwe,—n xn x F>p (F € H(curl,Q)) und (4.3)
J 8

/ (curl Beurl F — w?BF) dz =< iwe,—n xn x F>r (F € H(curl,Q)) (4.4)



gesucht. Diese Formulierung ergibt sich aus (4.2).

Lemma 4.2.1 (Fortsetzungslemma). Es sei ¢ € H~'/?(div,T) und w € C mit Imw > 0. Dann

existiert eine Funktion v € H (curl, Q) mit n x v =1 auf [' und

lwvllFaqy + Il curl vll72(g) < Corlwll[¥ll-1/2,divr,

mit einer Konstanten C, r, die nur von I' und ¢ := Imw abhéngt. Die gleiche Aussage ist giiltig,

wenn  durch Q' ersetzt wird.

Beweis. Siehe [Pu]. O

Lemma 4.2.2. Die Abbildung || - ||curw,o @ H (curl, Q) — R,

) ) 1/2
v (fwvllBag +lleurlvlag) " (ve Hcurl, Q)
definiert fiir Imw > 0 eine zu || - ||curlo 8quivalente Norm auf H (curl, 2) und auf H (curl, '), sofern
Q durch Q' ersetzt wird.

Beweis. Der Beweis erfolgt wie der des entsprechenden Lemmas in Kapitel 2. O

Satz 4.2.1. Das Problem (Q%) hat genau eine Lésung (F, H) € H(curl,Q)?. Fiir diese Losung gilt

1E|lcurtw,e < Coprlwl?llell—1/2.div,r-

Die gleiche Aussage gilt fiir (Qg,). Desweiteren ist

[1Bllcurt,w.0 = [|Ellcunwo und ||Bllcunw.ar = [ Ellcurwor-

Beweis. Wieder kann das Problem mit der direkten Methode der Variationsrechnung gel6st werden.

Die Abbildung a : H(curl, Q) x H(curl,Q) — C,
(Fy, F2) — / (curl Fycurl Fy — w2F1E) dx
Q

definiert eine stetige Bilinearform auf H (curl, Q)2. Weiter ist a elliptisch und

1
*fwl

|a(F, F)| > Cop | F12

curl,w,§21

wie sich wie in Kapitel 2 verifizieren 148t. Damit hat die schwache Formulierung (4.3) eine eindeutige
Losung B, die die Orthogonalitit a(B, I') = 0 erfiillt fiir alle /" € H(curl, Q) mit n X n x I = 0 auf
I'. Essei F:= % curl B. Dann gilt wegen

/ curl EGdz = iw/ BG dx (G € H(curl,Q))
Q Q



die Orthogonalitét
a(E,F) = (curl Ecurl F — w?EF) da

(curl Ecurl F + (—iw)(—iw) EF) dz

I
S 55—

(in curl F — iwcurl BF) dz

= (iwcurlBF—iwcurle) dr+iw<nXxB,—-nxnxF>r

Il
o
-l

Damit gilt fiir alle Fy € H(curl, Q) mit n x n x Fy = n X ¢, unter Beriicksichtigung von n x n x F' =

n X c,
1
CaomHEl\zurl,w,sz < (B, E)=a(E,E+ (Fy - E)) = a(E, Fp)
S ||E||curl,w,§2||F0||Curl,w,ﬂ
< Ccro,F||E||curl,w,Q|w|||C||—1/2,div,r7

sofern Iy gemidf Lemma 4.2.1 gew&hlt ist. Mit den Beziehungen F = —iw curl B und wB = curl £
folgt || Ellcuriw,e = I Bllcurlw. - m

Analog zum Dirichlet-Neumann Operator NV, aus der Analyse der Helmholtzgleichung sei T, der
Operator, der das auf n X ¢ abgebildete gegebene Datum ¢ € H_I/Q(diV,F) abbildet auf den
Sprung der tangentialen Komponente des magnetischen Feldes B, also auf den Oberflichenstrom

7, multipliziert mit —iw, d.h.
To(—n x ¢) == —iw[n X Blp

Satz 4.2.2. Fiir Imw > 0 definiert T,, einen stetigen Isomorphismus von H~'/%(curl,T') nach

H~%(div,T'), der der Abschiitzung
ITull € Coprlel”
geniigt. T, ist ferner assoziiert zu einer elliptischen Bilinearform

Re <T,(-nxc),—nxc>r> CUOIHCH2—1/2,div,F' (4.5)

Beweis. [iir ¢ € H~'/2(div,T) sei (F, B) die eindeutige schwache Losung der Probleme (Q%) und
(Q%). Bs gilt (n x ¢) € H™"2(curl,T') und T, (n x ¢) € H='/?(div,T). Es sei v € H~/2(div,T)
beliebig und G' € H(curl,Q) gemidf dem Fortsetzungssatz gew#hlt, d.h. n x G = . Dann gilt
nXyeE H_l/Q(curl, I') und es folgt, wenn wie oben die Beziehungen zwischen F und B verwendet

werden,
< —twnXB,—-nX> = —iw / curl BG dz + iw / Beurl G dz
Q Q
= /(curlEcurl@—sza) dz
Q

S ||E||curl,w,§2||G|‘curl,w,§2

< Coprlwlllell=1 /2, rlln X ©l -1 /2,curr



und die gleiche Abschitzung gilt fiir €’. Damit folgt die Normabschitzung fiir 7T, aus der

Abschitzung des Fortsetzungslemmas und Satz 4.2.1. Zum Nachweis der Elliptizitdt ist zun&dchst

<—twn X B,—iwnXe>r = < —wnXB,—wnxnx E>r
= (—iw)(iw) (/ curl BE dx —/ Bcurlﬁdm)
Q Q
= (—iw)(iw) (/ (iwE)E dz — icurlEcurlEdm)
Q Q W

= —(iw) (/ (—w2)|E|2da§—/ |cu1‘1E|2dm)
Q Q
= (—'iw)/ |w|2|E|2dm—i5/ | curl E|? dz
Q Q
und somit
Re < —iwn X B7 —iwn X c>= U||E||(2:url,w,Q Z UC||C||2—1/2,div,F7

wobei die letzte Ungleichung aus der Stetigkeit der Tangentialabbildung folgte.
Die Injektivitiat von T, folgt aus der Elliptizitit. Mittels der Identitit

< —itwn X B,—n X >r= —'i,w/

curl BG dz + iw / Beurl G dz
Q

Q

188t sich die Surjektivitit nachweisen. O

4.3 Darstellung des elektrischen Feldes und
Randintegralgleichung

In Kapitel 1 wurde eine Darstellung des elektrischen Feldes mittels Potentialen hergeleitet, die

besagt, da Funktionen A € C1(Rso; H'(R?)?) und ¢ € C'(Rso; H'(R?)) existieren derart, dafi
E=-V¢—-0;A und B =curlA,

sofern F, B € C'(Rxo, L*(R?)?) gilt. Ferner wurde gezeigt, daB
0A ¢
P21 — B d |22 = k.
{87@]F [nx Blp un [8n]r [E - np

und A, ¢ sind Losungen homogener Wellengleichungen, die sich im zeitharmonischen Fall mittels
der Darstellungsformeln (2.24) und (2.23) schreiben lassen. Damit 148t sich die folgende Darstel-
lungsformel fiir elektromagnetische Felder {F, B} im zeitharmonischen Fall zeigen. Vereinfachend
wird dabei fiir fixiertes w € C die Fourier-Laplace-transformierte einer Funktion f(z,t) als f(z)

geschrieben.

Satz 4.3.1. Sind {F, B} Lésung von (Q¥,) und (Q¥) so gilt fir z € R*\ T

1 co. wl|z—y| 1 iwlr—y|
E(z) = —— %dsy - —grad/ Mdsw (4.6)
Ar Jr |z -yl Ar rlz—yl
1 . wlz—y|
B(m) = —Cul‘l/ Mdslﬁ (47)
47 r |$ - y|



und firz € I

9 ’ Lo iw|z—y| iw|z—y|

Bt b L [0 L g [ 10
2 4w Jr |z — y| 4r r |z—yl

BZ' Be 1 : twl|z—y|

BEB Ly [ S0, (0.9)
2 Amr r o lz—yl

wobei der Oberflichenstrom 7 und die -ladung ¢ gegeben sind durch die Spriinge von —n X B und
—n - F iiber I'. j und ¢ geniigen der Ladungserhaltungsgleichung

iwq = divr 7. (4.10)
Beweis. Die Aussage folgt dhnlich wie die Darstellungsformel der Helmholtzgleichung. O

Mittels der Erhaltungsgleichung (4.10) 148t sich ¢ aus (4.8) eliminieren. Um die Randbedin-
gung n X F = c auf I' zu beriicksichtigen, wird die tangentiale Komponente von (4.8) betrachtet,

d.h.
c = wnxS,7—nxgradS,q
1
= wn X S,]— —n xgrad S, divr j. (4.11)
1w
Dabei ist S, der Operator aus Kapitel 2, der hier auch auf vektorwertige Funktionen angewendet

wird. In (4.11) wird nun j durch p mittels p = iwj ersetzt, und noch einmal die tangentiale

Komponente gebildet. Die zu 16sende Gleichung fiir p lautet dann
R.op=nxc (4.12)
mit dem Operator R, definiert vermdoge
R,p=—n X (nxSy,p)+ % gradp Sy, (divr p) .

Dabei wurde benutzt, dal n x n x grad = gradr gilt. R, ist damit formal der inverse Operator vom

oben analysierten Operator T,,. R, hat insbesondere die folgenden Eigenschaften.

Satz 4.3.2. R, ist ein stetiger linearer Operator von H~/?(div,T) in H~'/?(curl,T"), dessen Ope-

ratornorm beschrankt ist durch
| Ru|| < Corlel.

Ferner ist R, der inverse Operator von T, und assoziiert zu einer elliptischen Bilinearform. Genauer
gilt
L Lo —1/2(g;
Re < p,—iwR,p >r> Cor ]2 P21 /2,05 (p € H/2(div, T)).
Beweis. Zu gegebenem glatten ¢ € H~'/2(div,I) sei (E, B) die glatte Losung der Probleme (Q%)
und (Qg,). Fiir die Losung zeigt die Darstellungsformel auf I' dann R,p = —nX¢, aufgrund der Dich-
tigkeit glatter Funktionen in H(curl, Q) und H (curl, Q') folgt dann R,T,, = Id auf H='/?(div,T).



Aufgrund der Bijektivitdt von T, folgt dann auch T, R, = Id auf H_I/Q(curl7 I'). Zur Abschétzung
der Operatornorm von R, sei p=T,(—n X ¢) = —iw [n x B] fiir die Lésung (F, B) von (Qg) und
(Qg). Dann gilt

<p,—twRyp>r = <iwj, —iw(—nXc)>r
= < —w[nx B],—iw(-nXc¢c)>r
= < —wlnx B],—iw(-nXxnx E)>r
= < —iwn X B, —iw(—nxnx E) >r
+ < —iwn X B, —iw(—n X n x E) >r,
wobei hier n X B; die Tangentialkomponente auf I' von B in €2 bezeichnet und n x B, die von B in

Q. Dabei wurde wieder benutzt, daff die Normalen entgegengesetzt zueinander gerichtet sind. Fiir

den ersten Ausdruck gilt

< —twn X By, —tw(-nxn X F)>r = < —iwn X B;,—iw(-nXxnXkE)>r

= /chrl(in)(in) d;r—/ﬂ(in) curl (iwF)dz

= /Q(zw)(zw) curl BE dz — /Q(iw)(iw)B curl Fdz

= /(zw)(zw)(—sz)Fdac—/(zw)(zw)% curl E curl E dz
Q Q ’

= (—iw)/|wE|2dm—@/|cur1E|2d$
Q Q

= (—in—l—a)/|wE|2d$—|—(i7y—|—U)/|cur1E|2d:6
Q Q

mit w = 5+ 0. Dieselbe Gleichung folgt fiir Q' anstelle von © und es folgt mit der Stetigkeit der
Tangentialabbildung

Re < P, _iWpr >r = U”E”(Q:url,QUQ’,w (413)
Z O-OCFHTL X CH2—1/27curLF

- ||pr||2—1/2,curl,F'
Umgekehrt gilt die Abschdtzung
Re < P, _inwp >r< |w|HpH—l/Q,div,F”pr”—l/Q,curl,F-

und es folgt

HprH—l/Q,curl,F < CO'O,Flw”‘pH—l/Q,diV,F?

also die behauptete Normabschitzung.
Zum Nachweis der Elliptizitdt muf in (4.13) die Norm von F nach unten durch die Norm von p

abgeschitzt werden. Dazu sei ¢ € H_l/z(curl, [') und w € H(curl, QU Q') so, dal —n x n X u = ¢



und ||u|cur,ouer w < Clwl||@]|—1/2,cur,r; Was aufgrund der Stetigkeit und Surjektivitét der Abbildung

vi—= —n X n X v méglich ist. Dann gilt

| <pé>r| = |<—-iwlnxB],¢>r|

/ iwwcurl Budx — / iwwBcurludz
QU Qu

/ W Eudr — / curl Fcurludz
Qu Qu

g ||E||curl,QUQ’,wHu”curLQUQ',w

S |w|||E||curl,QUQ',w||¢||—1/27cur17F7
also
1
| Bl curouer w > mHPH—UQ,div,r-

In (4.13) folgt damit

) 1
Re < p,—wR,p >r> Cao,F—||P||2—1/2,div,r-

jw!]?
O
4.4 Riicktransformation und Variationsformulierung
Im zeitabhidngigen Fall 148t sich das elektromagnetische Feld darstellen durch die Formeln
1 (y,t— |z — 1 t— |z —
Blot) = __/ Ojly,t — |2 y|)dsy——grad/ q(y,t — |2 yl)dsw (4.14)
Ar Jr |z =yl 4 ro le—yl
1 iyt—lz—y
B(z,t) = Ecurl/F ( iz _l J Ddsy, z € R\ I',t € Ry (4.15)
und durch Ubergang zu den Spuren auf I
Eij(z,t) + Eo(z,t 1 i(y,t — |z — 1 |z —
(z,0) + Ee(z,t) __/ Dejly,t — |z desy B _grad/ qly,t — |z yl)d8y7(4_16)
2 Ar Jr |z -yl A ro le—yl
Bil@) + Be(@) _ 1y [ it le - de.sy, z €Tt € R, (4.17)
2 ¥ r |z — y|

wobei F; und FE. die Spuren von Elq bzw. F|g auf T' bezeichnen. Mit der Ladungserhaltungsglei-
chung auf I

t
0iq+divrj =0 oder g¢(t,-) = / divr j(-, 7) dT, (4.18)
0

kann das zeitabhdngige Analogon zu R, definiert werden,

1
Rj=—nx(nx0;5j) —gradpr S (diVF/ i(r) dT)
0

mit dem Operator S aus Kapitel 2. Es 148t sich zeigen, daBl R unter der Fourier-Laplace Transfor-
mation in den Operator R, iibergeht. Zwar ist der Operator R nicht bijektiv, es iibertragen sich
jedoch einige andere Eigenschaften von R, auf R. Die Beweise der folgenden Aussagen lassen sich

anhand der Abschitzungen im zeitharmonischen Fall &hnlich wie in Abschnitt 2.4 durchfiihren.



Satz 4.4.1. Ist ¢ ¢ Hg(O,oo;H_l/Q(diV,F)), o > 0, so existiert genau ein j €
HY(0,00; H='/?(div,T)) derart, da Rj = n x c. Fiir dieses j gilt ferner

1710,0,-1/2,iv,0 < Cogrlels2,—1/2,4ivr (0 > 00 > 0).

Beweis. Die Argumentation erfolgt wie im Beweis von Satz 2.4.4. O

Satz 4.4.2. Der Operator R bildet den Raum H2(0,00; H='/%(')) stetig und linear ab
in den Raum H2(0,00; H='/?(cur,T')). R definiert ferner eine elliptische Bilinearform auf

HX(0,00; H=1/*(div, T)),

| et < pta), Batt) vt > Clol (4.19)
Beweis. Diese Aussage ergibt sich ebenfalls wie im Beweis von Satz 2.4.4. O

Fiir gegebenes ¢ € H2(0,00; H='/?(div,T")) erfiillt damit die Losung j € H2(0, 00; H=/*(div,I))

der Gleichung Tj = n X ¢ die Variationsformulierung

B(h,j) = /000 e_%t/rh(m,t)n X c(x,t) ds, dt Q)
mit

00 h(z. )0, (.t — |z — divr h(z,t) divr j(y, t — |z -
B(hd):/ 6—2”// (z, )(%Jy(y, [z —yl) | diveh(z,1) ?VFJ(y’ 2 = yl) ds, ds,, dt
0 rJr |$—y| |$—y|

(4.20)

fiir alle b € H!(0, 00; H='/?(div, T')). Die Formulierung (4.20) kann dhnlich wie in Kapitel 2 diskre-
tisiert werden (vergl. Kapitel 5) und fiihrt auf ein endlich-dimensionales Problem @, a;. Aus der

Elliptizitdt (4.19) ergibt sich ein Stabilitdtskriterium.

Satz 4.4.3. Ist cp A+ eine konsistente Approximation von ¢ in HZ2(0, oc; H='?(div,T)), so ist die

diskrete Formulierung von (4.20) im folgenden Sinne stabil

Ihatle—1/2,-172 < C

fiir b, At — 0.

Beweis. Der Beweis erfolgt dhnlich wie im Fall der retardierten Potentialintegralgleichung, siehe

Abschnitt 2.6.4. O






Kapitel 5
Numerik der Feldintegralgleichung

5.1 Zerlegung der Feldintegralgleichung

Wie oben angedeutet, macht die retardierte Potentialintegralgleichung Algorithmen zur Bestim-
mung elektromagnetischer Streufelder instabil. Um dieses Problem zu illustrieren, wird zunéchst
eine vereinfachte Situation betrachtet. Dazu wird angenommen, dafl die reflektierende Oberfliche
eine flache Platte P C R% x {0} ist. Diese Annahme vereinfacht die mathematische Formulierung,
da die Oberflichendivergenz dem iiblichen zweidimensionalen Divergenzoperator entspricht und
die tangentiale Komponente eines Vektorfeldes T' = (T}, T3, T3) relativ zur Oberfliche P bestimmt
ist durch die ersten beiden Komponenten, d.h. T4, = (T1,73,0). Die Bedingung, da§ der Ober-
flichenstrom tangential zur Oberfliche flieit, heifit in dieser Situation, dafl die dritte Komponente
verschwindet.

Da das eigentliche Interesse der Stabilitdt der Algorithmen gewidmet ist, scheinen die Annahmen,
daf die Tangentialkomponente und die Oberflichendivergenz exakt bestimmt werden kénnen, keine
grofle Einschrdnkung zu sein. Wie iiblich werden die skalierten Gleichungen betrachtet, in denen

die Lichtgeschwindigkeit gleich eins ist.

Ein Algorithmus fiir achsenparallele Platten

Sind die Kanten von P parallel zu den Achsen, d.h. P = [a, b] x [¢, d] x {0}, so 148t sich ein einfacher
Algorithmus zur Bestimmung der Potentiale A und ¢ sowie des Oberflichenstroms j erregt durch ein
einfallendes elektromagnetisches Feld K = (Fi"¢ "¢ Ei"°) herleiten. Als weitere Vereinfachung

sei P das Einheitsquadrat, d.h. P = [-1/2,1/2]* x {0}.

Mit dem vektorwertigen Potential

1 [ jly,t— Ix—yl)d

Ai(z,t) = — 1

1($,) a7 Ip |$_y| Sy (5 )
L[ ja(y,t =z —yl)

Ay(z,t) = — d 2

2(z,1) 4r/p |z —y] v (5:2)

As(z,t) = 0 z€ P, (5.3)



und dem skalaren Potential ¢, das zusammen mit A die Lorentz—Eichung

0 0 0
8—901A +8 Ag _—%qb (5.4)

auf P erfiillt, lautet die elektrische Feldintegralgleichung

8$1¢+ — B (5.5)

8$2¢+ = Ei. (5.6)

Zusammen mit der Randbedingung, die besagt, dafi der Strom tangential zum Rand von P fliefit,
d.h.

j-n=0 aufdP
oder gleichbedeutend
ji=0auf {-1/2,1/2} x [-1/2,1/2] x {0}, j2=0auf[-1/2,1/2]x{-1/2,1/2} x {0}, (5.7)
und der Anfangsbedingung
j=A=¢=0, t<O0. (5.8)

sind die Funktionen A, ¢ und j dann durch (5.1)—(5.6) eindeutig bestimmt. Sind A und ¢ bekannt,

so 148t sich das Streufeld bestimmen durch
F* = —grad ¢ — gA

Fiir den Algorithmus von Rynne (siehe [RySm],[Da2]) wird die Oberfliche P uniform diskretisiert
in N2 Quadrate T) mit Seitenliinge 1/N. Die Kanten der Quadrate, die parallel zur z—Achse liegen,
werden mit FE7 bezeichnet, wihrend die Kanten, die parallel zur y—Achse liegen, mit £} bezeich-
net werden. Es sei R; die Menge der Quadrate mit Seitenlinge 1/N, deren Ecken Mittelpunkte
von Kanten E? sind und S; die Menge der Quadrate, die durch Mittelpunkte der Kanten FE auf-
gespannt werden. Desweiteren sei (); die Menge der Quadrate mit Seitenlinge 1/N, deren Ecken
Mittelpunkte der Vierecke T; sind (vergleiche Abbildung 5.1). Die Diskretisierung des Zeitintervalls
[0, T] erfolgt uniform mit Zeitschrittweite At. Die unbekannten Groen ¢, A; und Ay werden ap-
proximiert durch Funktionen, die stiickweise auf ¢J;, R; bzw. T} polynomial vom Grad kleiner oder
gleich eins sind sowie global stetig im Ort und stiickweise affin—linear, global stetig in der Zeit.
Der Strom j = (j1,72,0) wird approximiert durch Funktionen, die stiickweise konstant sind auf
achsenparallelen Quadraten, deren Mittelpunkte die Knoten in der Approximation von (Ay, Az)
sind. Auch fiir j wird die Approximation in der Zeit stiickweise affin-linear, global stetig gewdhlt
(vergl. Abb. 5.1).

Damit werden die verschiedenen physikalischen Gréflen auf unterschiedlichen Netzen approximiert.
Die jeweiligen Netze stimmen nicht mit der Oberfliche [-1/2,1/2]% x {0} iiberein, der Fehler in
der Gebietsapproximation ist von der Ordnung O(h) und damit im Hinblick auf die Approximati-

onseigenschaften der retardierten Potentialintegralgleichung relativ klein.



Die Approximationen fithren auf die folgenden diskreten Funktionen

M
a(z,t) = Z Z “?NMEi )'zﬁvn(t)goﬁ(m)
n=0 ¢ *

fiir Ay, wobei !t die nodalen Basisfunktionen fiir die Knoten der Triangulierung R; sind, bezeichnet

mit Mz,

M
bz, ) =D binar,, ) Ya(D)e? ()
n=0 1 Y

fiir A, wobei ¢? die nodalen Basisfunktionen fiir die Knoten der Triangulierung S; sind, bezeichnet

mit ME?,

M
n=0 ¢

fiir ¢, wobei @ZQ die nodalen Basisfunktionen fiir die Knoten der Triangulierung J; sind, bezeichnet
mit Mr,.
Gleichung (5.4) wird ausgewertet an Mittelpunkten der Quadrate 7;, Gleichung (5.5) an denen der

Abbildung 5.1 Versetzte Netze fiir das Einheitsquadrat [—1/2,1/2]% Die Knoten in der Approximation

von A; sind die gefiillten Kreise, fiir As die offenen Kreise und fiir ¢ die Kreuze

Quadrate R; und (5.6) an Mittelpunkten der Vierecke S;. Die auftretenden zeitlichen Ableitungen
werden approximiert durch zentrale Differenzen mit Schrittweite At und die 6rtlichen Ableitungen
sind gegeben durch zentrale Differenzen, da die Ansatzfunktionen affin linear sind auf den jeweils
betrachteten Kanten. Alle Gleichungen werden zu ganzzahligen Vielfachen der Zeitschrittweite At

betrachtet. Insgesamt ergibt sich

n n—2 o—1 n—1 -1 n—1
Cio1/2.k-1/2 = S ij2h—1/2 T 2r {(br - 1)aj,k—l/Z +(5 ~ 1)()1'—1/271“} (5.9)



fiir 1 — N/2 < j, k < N/2,

@ prjy = afly y H 2005+ o ( - 5z) {C?—_IZ/Q,k—l/Q + 26y aja t C?—1/2,k—1/2} (5.10)

fir —N/2<j < N/2und 1 — N/2 <k < N/2 mit d"7"

Gk—1/2 "= EML(%( - 1/2),(n—1)At), und

n n— n—2 n—1 n
im1/2k = 03 1/2 P QAteJ 12T 5 ( - Sy) {Cj—l/Q,k—l/Q +2¢, 10512t Cj—l/?,k—l/Q} (5.11)

fir 1 = N/2<j < N/2und —N/2 <k < N/2 mit € 1/2k = E(%(, k — 1/2), (n — 1)At). Aus
diesen Gleichungen kénnen die Eintrédge der Vektoren A", ¢", die nicht zu Basisfunktionen geh&ren
deren Knoten auf dem Rand der Platte liegt, aus den Vektoren A%, ¢* und E¢, i =n—2,n—1 be-
stimmt werden. Die Funktionswerte A™ auf 0P kénnen mit Hilfe der retardierten Potentialintegral-
gleichungen bestimmt werden. In diesem Schritt werden von 57, j7 nur auf {—1/2,1/2}x[-1/2,1/2]

([-1/2,1/2] x {-1/2,1/2}) ben&tigt, verschwinden dort jedoch nach der Randbedingung (5.7).

Zur Bestimmung des Stroms j aus den retardierten Integralgleichungen (5.1), (5.2) werden drei

verschiedene Ansitze im folgenden Algorithmus betrachtet.

Algorithmus 5.1.1. 1. Setze A'=¢' = j'=10,i < 0.

2. Es seien alle physikalischen Gréfien bis zum Zeitpunkt (n — 1) At berechnet. Berechne A™ und
¢™ im Innern der Platte mittels der Gleichungen (5.9)—(5.11).

3. Errechne A" am Rand der Platte aus (5.1) und (5.2) mit j77% i > 1, und mit Hilfe der
Randbedingung (5.7) (nach einer Diskretisierung von (5.1) und (5.2) mit einer der unten

erlduterten Methoden).
4. Berechne j™ aus A', i < n aus (5.1) und (5.2).

5. Fahre fort mit 2.).

Kollokationsmethode zur Berechnung des Stroms. Ist A™ bekannt, so kann j™ bestimmt
werden aus (5.1), (5.2) mit einer Kollokationsmethode fiir Quadrate dhnlich zu der in Abschnitt
3.1 vorgestellten. Insgesamt lassen sich zusammen mit den obigen Gleichungen alle unbekannten
Gréflen berechnen.

Das System der partiellen Differentialgleichungen (5.4)—(5.6) ist von-Neumann stabil fiir Netz-
verhiltnisse r € [0.4,0.6], wihrend die Methode der Diskretisierung der Integralgleichung nur
stabil ist fiir Netzverhiltnisse r > 0.65 (vergleiche [Da2]). Insgesamt ist der Algorithmus insta-
bil fiir alle Netzverhidltnisse. Eine Instabilitat 148t sich fiir » = 0.4 beobachten im Beispiel mit
B¢ = (0, — exp(—(t —3.4)%),0). Die Abbildungen 5.2 und 5.3 zeigen die Entwicklung einer solchen
Instabilitét.

Glattung des Stroms. In [Da2] wird im Algorithmus ein weiterer Schritt eingefiihrt, in dem eine
zeitliche Mittelwertbildung des Stroms durchgefiihrt wird. Dieser Schritt verbessert die Stabilitét

des Verfahrens, da gewisse Instabilititen herausgefiltert werden.
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Abbildung 5.2 Entstehung einer Instabilitdt in der Approximation von ja bei Verwenden der Kollokati-

onsmethode. Die Abbildungen zeigen die im Ort geglédttete Losung zu verschiedenen Zeitpunkten

Abbildung 5.3 Die Approximation von j; nahe des Mittelpunktes der Platte wéchst exponentiell

Die Mittelung erfolgt wie im Kapitel iiber die Numerik der retardierten Potentialintegralgleichung:
Es seien alle Groen bis zum Zeitpunkt ¢"~! berechnet. Dann wird der oben beschriebene Algo-
rithmus (mit der Kollokationsmethode) zwei weitere Male durchgefiihrt, so da j und j**! (im
Algorithmus sei j durch j ersetzt) bekannt sind. Der gemittelte Strom j™ wird dann berechnet aus
j" = i (5" 257+ ).

Anschliefend verfahre wie oben, mit der Annahme, daf§ alle Gréflen bis " bekannt sind.

Die Stabilitdt dieses Algorithmus kann dhnlich wie oben beschrieben mit einer Fourier—Analyse
numerisch bewiesen werden. Die stabile Mittelungslésung des obigen Beispiels ist in Abbildung 5.4
dargestellt.

Galerkin—Methode zur Berechnung des Stroms Als dritte Mdglichkeit zur Bestimmung des
Stroms j™ werden die Integralgleichungen mittels der Galerkin—-Methode aus Abschnitt 3.2 diskre-
tisiert. Der daraus resultierende Algorithmus stabilisiert das Beispiel ebenfalls wie aus Abbildung
5.5 ersichtlich wird. Die Approximationslésungen J; aus der Mittelwertbildung und des Galerkin—
Schemas im Intervall n € [1000,1100] nahe des Mittelpunktes der Platte sind in Abbildung 5.6

dargestellt. Die Osrzillationen in der Galerkin—-L&sung sind etwa zehnmal so grofi wie die der Mit-



telwertbildung.

5.2 Ein Galerkin—Schema fiir flache Platten

In diesem Abschnitt wird die elektrische Feldintegralgleichung fiir den Fall einer flachen Platte I' C
R2x {0} behandelt. Dazu sei eine Triangulierung von I' in Dreiecke T" € T zu einer approximierenden
Oberfliche ', gegeben. Zur Diskretisierung der Variationsformulierung (4.20) werden stiickweise
affin—lineare, global stetige Ansatzfunktionen sowohl in der Zeit, fiir eine uniforme Unterteilung
des Intervalls [0, 7] mit Zeitschrittweite At, als auch im Ort verwendet. Die Bedingung, dafi der
zu bestimmende Oberflichenstrom j ein tangentiales Vektorfeld ist, wird in der Definition des

diskreten Raumes V}, realisiert,

‘/h = {U € H_l/Q(FhadiVFh);v = Z(Cz,l(¢27 07 0) + Cz,2(07¢z, 0)), (0271,0272)26_/\/ € R?Xcard/\/} .
zeN

Dabei bezeichnen ¢, die nodalen Basisfunktionen aus Abschnitt 3.7.1. Damit wird die Lésung des

Variationsproblems (Qp, a¢) im Raum

N

Vh,At = {f € H;(()? Q3 Vh)3 f(‘r7 t) = Z Z (Ci,l(qbZ(‘r)? 0, O) + 62,2(07 ¢Z(‘r)7 0))ﬁi(t)7

1=0 zeN
ey R 521 )

gesucht.

Fiir den Fall einer offenen Oberfliche 'y, ist die Forderung, dafi der Strom tangential zum Rand
von [';, flieit zu erfiillen. Dazu wird angenommen, dafl sich 0T';, darstellen 1t als geschlossener
Weg, der aus Kanten E von Elementen T° € 7 zusammengesetzt ist, d.h. es existieren Kanten

E; = conv{z;, z41} so, daB

m m—1
oy, = U FE; = U conv{z;, ziy1 } Uconv{z,, z }.

Wegen der Stetigkeit von Funktionen v € V}, auf I'; ist nur noch die Bedingung v-t—v = 0 auf dI'y,
mit dem zu 0T, tangentialen Vektor ¢ sicherzustellen. Wird I', als Teilmenge von R? betrachtet,
so existiert zu jeder Randkante F; eine duflere Normale n; und die Bedingung v -t — v = 0 ist

dquivalent zu v-n; =0, 1 = 1, ..., m. Fiir jeden Knoten z;, ¢ = 1, ..., m wird daher gefordert
v(z) n;i =0, v(z) n-1=0 (i=2,..m)
und
v(z1)-n1 =0, v(z)- n,=0.

Diese Forderungen werden in den numerischen Simulationen als Zwangsbedingung eingefiigt.

Zur Diskretisierung der Bilinearform wird wieder ein typischer Beitrag B(8,¢., Bme.) mit ¢, €
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Abbildung 5.4 Resultate fiir die gemittelte Losung. J2 nahe des Mittelpunktes der Platte (links) und
nach 480 Zeitschritten (rechts)
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Abbildung 5.5 Resultate fiir die Galerkin—-Lésung. J2 am Zentrum (links) und nach 480 Zeitschritten
(rechts)
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Abbildung 5.6 Vergleich von J in der Nahe des Ursprungs



{(¢.,0,0),(0,¢,,0)} und ¢, € {(¢./,0,0),(0,¢.,,0)} berechnet. Dabei ist die Dualitit des Ober-
flichendivergenzoperators zum Oberflichengradienten der entscheidende Schritt in der Diskretisie-

rung. Es gilt

B(ﬁnﬁozy ﬁmS‘QZ’)

- / " 2ot ( /F (ﬁn(t)%(x) % ( /F ¢Z,<y>ﬂﬁ<t_—y ||x —yl) d)

fu(t)ps(z) grad, ( /F h /0 T divr, B(T)om () drﬁ dsy)) dsz) dt
oo [ (i ([ =t )

. (2) grady, ( /F h /0 T e, () on () drﬁ dsy)) ds,

t=lz—yl 1
—divr, ¢.(z) / / divry, B (1)p (y) dr—— ds, ds;
r'yJo |z — y|

Zur Berechnung der Integrale werden wieder die Triger w, = Uf;l T; und w, = Uf;’l T; der

Funktionen ¢, und ¢, betrachtet. Fiir zwei verschiedene Dreiecke T C suppw, und T’ C supp w,
ergibt sich die Approximation

O [ Bu(t"—lz—yles(y)
0, (x)=— ds, ds,
/TSD ( )3t T |z —yl Y

NT,T’

~ , O [ B —127(E) —yDe-(y)
~ gram (I)T ; WLSOZ((I)T(&)) ot - |(I)T(€L) — y| Sy

Ny gt Ly g1
: : ! n—|® . — & K oy (O ®
~ gram &rgram ¢ Z Z wtwﬁgoz(CI)T(fé))ﬁm(t | |T<IE§()§) _T(I)(i ()fD;T (O7-(¢ )) (5.12)
=1 k=1 ¢ K

Dabei bezeichnet £, einen Quadraturpunkt auf dem Referenzdreieck 7,.; und w, ein zugehériges
Gewicht. Die Anzahl der Quadraturpunkte N7 7/ bzw. L7 7/ hdangt dabei davon ab, ob die Dreiecke
T und T’ benachbart sind oder nicht. Die Funktionswerte 3], (t* — |®7(&,) — ®7+(£x|) sind gegeben
durch

1/At, falls " —|®r(E,) — 7 (&s)] € [(m — 1)At, mAt]
B (" = 1@7(8) = @1 (&4l) = § —1/At, falls 1" —[@7(&) — 7o(&x)| € [mAL, (m + 1) Al

0, sonst.

Im Fall T = T wird wie bei der Diskretisierung der retardierten Potentialintegralgleichung eine
angepafite Quadraturformel héherer Ordnung verwendet. Damit sind in (5.12) nur die Laufindizes

zu modifizieren.



Zur Berechnung des zweiten Beitrags in der Diskretisierung der Bilinearform ist zunichst

At, falls " — [®7(&,) — Pp(&s)| > (m+ 1)At,

at(2— ), falls " —|®7p(&) — Pr(&)| € [mAL, (m+ 1) At
B e=t" — (1" — [®r(E,) — P1(E)]),

B (r)dr =4

0 Sh(2e — €%), fallst™ — [®7 (&) — Pp(&)] € [(m — 1)At, mAL]

c=t" = (1" = |®7(&) = P (&),

und

/tn_|¢T(gL)—¢>T/ (€x]

und

0, sonst.

Damit kann das Integral

frvews [ ([ buiryar) e

(hier wurde zum zweidimensionalen Divergenzoperator iibergegangen) wie in (5.12) behandelt wer-
den. Die Linearform der rechten Seite in der Formulierung (Qs a¢) wird zunichst mit einer Ein-
punktquadratur in der Zeit und einer Gaufischen Dreipunktquadratur im Ort behandelt. Insgesamt

ergibt sich nach Teilen durch den Faktor 2Ate=27*" ein Schema der Form
n—1
QOUn = _ Z QruUn™
m=1

in dem im Gegensatz zur retardierten Potentialintegralgleichung aufgrund des Ersetzens der La-
dungsdichte p durch fot div j dr alle Matrizen (™ nicht verschwinden. Es existiert jedoch eine Zahl
Myaz die vom Durchmesser der betrachteten Oberfliche I' abhingt, so daB gilt Q7 maestk = Qmmas
fiir alle k£ € N.

Die Matrizen Q™ lassen sich wie folgt elementweise assemblieren. Es seien T,T’ zwei Dreiecke
und &, &' zwei Quadraturpunkte auf 7' bzw. T’ mit zugehérigen Gewichten w und w’. Weiter sei
T = conv{zy, 2z, 23} und T" = conv{z{, 2}, 24 }. Entsprechend den zwei iterierten Integralen in der

Bilinearform definiere

_ gram &7 gram Priww’

A= e e
[ 6., (€)1 (€) 0 62 (€)1 (€1) 0 G20 () (€) 0]
0 G20 (€)1 (€) 0 62 () (€) 0 G20 (€)821 (€)
| 9=©04©) 0 62 (€)y (€) 0 62 (€)1 (€)) 0
0 6:(6) 6.1 () 0 62, (€)y (€) 0 62 (€)8.1 ()
G2 (€)1 (€) 0 G20 (€)621 (1) 0 621 (€)1 (€) 0
0 620(E) b (€1) 0 B2 () (€) 0 62 (€)0s (€) |




und

B Atgram @7 gram ®prww’
' 21§ - ¢l

[ 0502, 000y 0502 0y0u Doy 06y Dby Oya Dpoay Dny Dnoay Dybuy
8y¢z1 ax¢zi 8y¢z1 ay szi ay ¢ ax¢zé ay¢zl 8y¢z§ ay ¢z 8m¢z§ ay ¢z 8@/9525
006,000 Dobey0ybsy Doty 0oy 000:,0,0, 006y 0uby Doty 0y
0y, O ¢zi 0y =, 0y 952{ 0y, 0 ¢z§ 0y, 0y ¢z§ 0y ¢, aa:¢z§ 0y ¢, 0y ¢z§
Dby On DprDybor 0ooyOotsy Dby Oy Doy udrer 0poy0,60
0y, 0 ¢zi Dy, 0y sz{ Oy, O ¢z§ 0y P, 0y ¢z§ 0y Pz aa:¢zé 0y ¢, 0y ¢z§

Dabei wurden bei B die Argumente, also die Quadraturpunkte, in den Ansatzfunktionen nicht mit

angegeben, da die partiellen Ableitungen der stiickweise affinen Funktionen stiickweise konstant
sind. Mit mg ¢ = [[€—&'|/At]| und €g 0 = me g —|E—E'| /At 138t sich mit den obigen Approximatio-
nen verifizieren, daB A Beitrige zu den Matrizen Q™¢¢' und Q™¢¢' ! liefert, wihrend B geeignet zu
den Matrizen Q™¢¢ ,....QQ™Mma= addiert wird. Bei einer Identifizierung der sechs Basisfunktionen auf
den Dreiecken T"und 7" mit den Eintrégen 211, 21 9, 22,1, 22,2, 23,1, 232 und 2] 1, 2] 9,29 1,2 9, 251, 25 9

in den Matrizen Q™ lautet die Assemblierung

m ’ ! ! ! ! ! !
Q"¢ ([21,1, 21,2, 22,1, 22,2, 231, 23,2] [21,1, 21,2, 22,15 22,25 25,15 25,2])
oYM ’ ’ ! ! ’ ’
= Q"¢ ([21,1, 21,2, 22,1, 22,2, 23,1, 23,2], [21,1, 21 20 2,15 22,20 25,15 250]) + A,
me a+1(r., N Y / Y !
Qe ([21,1, 21,2, 22,1, 22,2, 23,1, 23,2), [21 15 21 25 20,15 22,95 23,15 23,2))
_ yme a+1 ’ ! ! ’ ’ ’
= QT ([21,1, 21,2, 22,15 22,2, 23,1, 23,2]s [21 15 21 25 22,15 22,25 25,15 250]) — A,
Mg o » ! r / r
Q"¢ ([21,1, 21,2, 22,15 22,2, 23,1, 23,2], [21,15 21,2 22,15 22,25 25,15 25,2])
— OMee! » . ! ! ! ! rt ) 2 \B
= Q"¢ ([211, 21,2, 22,1, 22,2, 23,1, 23,2], [21,17 21,21 72,1, 2,2, #3,1) 03,2]) + (2ec — 55,5') )
me o+1 ! ! ! ’ ’ ’
Q™8 T ([21,1, 21,2, 22,15 22,2, 23,1, 23,2]s [21,15 21,25 29,15 29,25 25,15 23,2 )
_ oymg a+1 ’ ’ ’ ’ ! ! 2
= Q"¢ T ([21,1, 21,2, 22,1, 22,2, 23,1, 23.2). [21,17 21,25 %215 #2,21 %3 11 23,2]) + (2 - eg,g')B und
k(r. ! A ! ! A !
Q ([q,l,21,2722,1722,2,23,1723,2]7 [21,1701,2722,1722,2793,1753,2])
_ Nk ! ! / / / /
=Q ([21,1, 21,25 22,15, #2,25 23,1, 23,2]7 [21,17 21,21 72,17 %2,21 %3 1) 23,2]) + 2B
fiir k = mg g + 2, ..., Mpag.
Bemerkung 5.2.1. Die Randbedingung wurde in der Diskretisierung der Bilinearform in der Dua-
litdt von divr und gradr verwendet und sollte damit automatisch erfiillt sein. Auferund der schlech-
r r

ten Konvergenzresultate wird sie jedoch zusdtzlich noch einmal explizit gestellt. Dies verbesserte

in den numerischen Beispielen auch die Stabilitdt der Verfahren.

Numerische Ergebnisse. Fiir ein grobes Gitter zeigt Abbildung 5.7 die numerische Losung nach
40 Zeitschritten des Beispiels aus dem vorigen Abschnitt auf dem Einheitsquadrat [0,1]% x {0}.
Die Losung erscheint qualitativ &hnlich der aus dem vorigen Abschnitt zu sein. Jedoch differiert
die Loésung j, nahe des Mittelpunktes stark von der aus dem vorigen Abschnitt wie Abbildung 5.8
zeigt. Es kann jedoch vermutet werden, dafl die Oszillation in der Losung eine langsam wachsende

Instabilitat ist.
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Abbildung 5.8 Lésung fiir das Galerkinschema der Feldintegralgleichung auf einer flachen Platten

5.3 Behandlung allgemeiner Oberflichen

Zur Behandlung der Feldintegralgleichung im Fall beliebiger, also im allgemeinen gekriimmter,
Oberflichen I' sei wieder eine Approximation I';, der betrachteten Oberfliche I' mittels dreieckiger
Facetten gegeben. Zur Approximation des Oberflichenstroms j werden in der Zeit stiickweise af-
fine, global stetige Ansatzfunktionen fiir eine uniforme Unterteilung des Zeitintervalls verwendet,
wihrend im Ort das vektorwertige Raviart—-Thomas Element benutzt wird. Dieses Element erfiillt
die Bedingung, daff der Strom tangential zur (approximierten) Oberfliche fliefit, automatisch. Die
Randbedingung fiir offene Oberflichen, daff der Strom entlang des Randes fliefit, kann einfach im-
plementiert werden, indem fiir Knoten, die auf dem Rand von I'y, liegen, der Koeffizient gleich Null
gesetzt wird, oder die entsprechende Basisfunktion aus dem Ansatzraum entfernt wird. Wesentlicher

Vorteil des Elementes gegeniiber anderen ist, dafi die Oberflichendivergenz einfach berechenbar ist.

Fiir eine Triangulierung 7 von I in dreieckige Facetten bezeichne £ die Menge der inneren Kanten
E. Die Fliche eines Dreiecks T € T sei mit |T| bezeichnet, wihrend fiir eine innere Kante F € £

die Linge der Kante mit {g bezeichnet sei. Fiir jede innere Kante ¥ = T'NT" sei eines der Dreiecke



als positiv beziiglich F festgelegt und das andere als negativ beziiglich F und diese seien, wenn

klar ist, welche Kante betrachtet wird mit T und T_ bezeichnet.

Definition 5.3.1 (Raviart—Thomas Element). Fiir eine innere Kante ¥ = T, N T_ seien v_

und vy die Ecken von T_ bzw. T, die nicht auf I liegen. Eine Basisfunktion fg ist dann definiert
durch

[\~]
e

|ZE |($ _ ’U+), falls =z S T+7
fole) =\ gfq(v-—2), falls @€l

2
0, sonst.

Abbildung 5.9 Beispiel einer Basisfunktion fg

Die Basisfunktionen haben die folgenden Eigenschaften.

Lemma 5.3.1. a) Es sei ' € £. Dann gilt

1. fg -n =0, wobei n den Normalenvektor auf ein Dreieck T C R? bezeichne;

2. fg - (—n x t) = 0 auf OT fiir alle T € T, wobei t den Tangentialvektor zum Rand von T

bezeichne und n die von T auf T fortgesetzte Normale ist;
3. fiir x € I'y, ist

%, falls 2z € Ty,
divr, fr(z) = %, falls z e T_,

0, sonst.

b) Fiir flache Oberflichen ' C R? sind die Normalenkomponenten der Basisfunktionen stetig in

den Kantenmittelpunkten und es gilt
Y cerfrle;) tr, = cr,,
EeE

sofern ¢g, im Tangentialraum der Oberfliche liegt sowie senkrecht auf F; steht und von Ty in T_

zeigt.



Beweis. a) Es sei £/ € & beliebig gewdhlt mit zugehorigen Dreiecken T4 und T_. Fiir 2 ¢ T4 UT_
sind die drei Aussagen offensichtlich. In den verbleibenden Fillen z € T, oder 2 € T_ ist aufgrund
der Konvexitdt von Ty bzw. T_ der Vektor (z — vy) € span{ti, 3}, wobei ¢; und ¢y zwei linear
unabhdngige Tangentialvektoren von Ty bzw. T_ sind. Damit folgt die erste Aussage unmittelbar.
Ist z € OT'NTy, soist (z—vy4) Vielfaches vom Tangentialvektor ¢ zur Kante von Ty, also fg(z) = At.
Damit folgt n L t und fg - (—n x t) = 0. Zum Nachweis der dritten Aussage sei z € T := T, und
v :=v4. Dann gilt auf T

divr, frg(z) = curly, (fg X n) = —n - curl(fg X n)
l
= _T%n ~curl((z2 — vo)ns — (23 — v3)ng, (3 — v3)ny — (1 — v1)ng, (21 — v1)n2 — (22 — v2)n1)
g g, 2 _Ig
= ———n-(—2n1, —2ng, —2n3) = —|n|* = —.
2|T| T T
Fiir z € T_ folgt analog divy_ fr = —%.
b) Es gilt fg -tg = dg g. Damit folgen die Behauptungen. O

Die Losung der Variationsformulierung wird nun im Raum

N
Viae = {Z Z ceife(z)Bi(t); cm;i€ R}

=0 K€€
gesucht. Zur Diskretisierung der Bilinearform wird wie im vorigen Abschnitt vorgegangen. Dabei
besteht der Trdger einer Basisfunktion fz nur noch aus den zwei Dreiecken T und T_. Da hier
auf jedem Dreieck nur drei Basisfunktionen nicht identisch verschwinden, sind die lokalen Matrizen
in der Assemblierung von der Dimension 3 X 3 und lassen sich folgendermafien berechnen. Es seien

T und T’ zwei Dreiecke und &, & zwei Quadraturpunkte auf 7" bzw. T’ mit Gewichten w und w'.

Ferner seien E4, ..., F5 die Kanten des Dreiecks von 7" und EY, ..., FY die des Dreiecks 77. Die Matrix

Je, ) (&) fE () Ry (&) [E: (&) frs ()
XN 5 () (&) [E () Ty (&) [B,(6) fry ()
Jes () fp (&) () Ty (€) [ (8) [y ()
wird dann zur Teilmatrix Q™¢¢' ([F1, Eq, F3], [F], F, FY]) und multipliziert mit (—1) zur Teilmatrix
Qe TY([Ey, By, Es), [E}, Eb, B4)) addiert, sofern die Numerierung der Matrixeintrige von Q™ mit
den Mittelpunkten der Kanten identifiziert wird. Wieder ist m¢ ¢ = ||{ — &'|/At]. Die Matrix

4 . gram dr gram Spiww’
. € — &'|At

_ Atgram &7 gram ®riww’

. -
divr, fg,|rdivr, fe|r dive, fe|rdive, fglr dive, fe |7 dive, folr
x| divr, fm,|rdive, fe |1 dive, fe,|rdive, fgylr dive, fe|rdive, fe |7
divr, fe,|rdivr, fel|r dive, fe,|rdive, fglr dive, fe|r dive, fo
wird

e multipliziert mit (2eg ¢ — eg ¢r) zur Matrix Q¢ ([Ey, By, Es, [EYy, Ej, E3]), wobei ¢ ¢r = |€ —
/AL —mger,



e multipliziert mit (2 — ¢ .,) zur Teilmatrix Q™'Y ([Ey, By, B3], [EL, ES, E4]) und

e multipliziert mit 2 zu den Teilmatrizen Q*([F1, Ea, 3], [El, E5, EL)) , k = mger+2, oy Mz,

addiert.
Zur Verwaltung der Kanten und Elemente sei auf die Literatur nichtkonformer finiter Elementeme-
thoden verwiesen (siche beispielsweise [C]).

Numerische Ergebnisse. Der Algorithmus erweist sich trotz eines Mittelungsschrittes als extrem

instabil wie Abbildung 5.10 zeigt.

x10°

-4 4

Abbildung 5.10 Instabile Losung aus dem mit dem Raviart-Thomas diskretisierten Galerkinschema.
Dabei ist A =1/4 und r = 1.4

5.4 Ein verifizierter Algorithmus

Davies analysiert in [Dal] einen Algorithmus, der aus einer Kollokationsmethode wie in Abschnitt
5.1 resultiert. Der Algorithmus hat langsam wachsende Instabilitdten, die jedoch nur fiir sehr
feine Netze sichtbar werden. Wieder wird ein System partieller Differentialgleichungen zusam-

men mit einer skalaren und einer vektorwertigen retardierten Potentialintegralgleichung betrachtet.

5.4.1 Betrachtete Gleichungen

Es werden wieder die Gleichungen betrachtet, in denen die Lichtgeschwindigkeit auf den Wert

eins skaliert ist. Das vektorwertige und das skalare Potential A bzw. ¢ auf I' sind durch den



Oberflichenstrom j und die —ladung p gegeben,

Az, t) = L/ it =z =yl ds, (5.13)
A Jr e —yl
und
L [ ply,t—]z—yl)
oz, t :—/ ds,. 5.14
( ) A1 r |.r _ y| Y ( )
Der Strom und die Ladung erfiillen die Oberflichenladungserhaltungsgleichung auf I’
% +divry =0 (5.15)
wihrend die Potentiale durch die elektrische Feldintegralgleichung auf I' gekoppelt sind,
0A
n X (E—I—grad¢) =nxFE. (5.16)

Dabei ist F das anliegende elektrische Feld.

Als Anfangsbedingung wird vorausgesetzt, dafl alle physikalischen Gréfien verschwinden fiir alle
Zeitpunkte t < 0. Als Randbedingung wird wieder gefordert, dafl 7 ein tangentiales Vektorfeld ist
und dafl der Strom parallel zum Rand der Oberfliche fliefit.

Das Problem besteht darin, den Oberflichenstrom j und die Oberflichenladung p zu approximieren.
Das elektromagnetische Streufeld ergibt sich dann explizit aus der Identitét

L oyt =]z -yl 01 /j(yt—lr—yl)
E*e* (2, 1) = — grad — ’ ds, — —— ’ ds,. 1
R A TRt 7 A = e L

5.4.2 Diskretisierung

Zur Diskretisierung der Gleichungen (5.13)—(5.16) wird angenommen, dafi I' mittels einer aus drei-
eckigen Facetten bestehenden Oberfliche I'y, approximiert wird. Diese Triangulierung beinhalte Nt
Dreiecke und Ng innere Elementkanten. Der Flicheninhalt und der Schwerpunkt eines Dreiecks T}
wird mit |T%| bzw. ¢ bezeichnet, wihrend die Lange und der Mittelpunkt einer inneren Kante E;
mit /; und e; bezeichnet werden.

Wie bei der Diskretisierung der Variationsformulierung der elektrischen Feldintegralgleichung soll
das vektorwertige Raviart—-Thomas Element verwendet werden. Dazu werden zwei Dreiecke, die ei-
ne gemeinsame Kante haben mit unterschiedlichen Vorzeichen beziiglich einer gemeinsamen Kante
ausgestattet.

Bezeichnen (f;);=1,..,n, die zu den inneren Kanten assoziierten Basisfunktionen, so wird der Strom

approximiert durch eine Linearkombination dieser Funktionen, d.h.

Ng
jlz,t) ~ J(2,t) = Z.]j(t)fj(m). (5.18)

Mit dieser Wahl der Approximation sind die Randbedingungen automatisch erfiillt. Die unbekann-

ten Koeffizientenfunktionen J;(t) sind die Normalenkomponenten von j(e;, t).



Die Elementmittelpunkte sind die nodalen Punkte fiir die Ladungsdichte, die ihrerseits durch stiick-

weise konstante Funktionen im Ort approximiert wird, d.h.
plz,t) = pr(t), €Ty, k=1,...,Nr (5.19)

Die Diskretisierung in der Zeit erfolgt fiir alle betrachteten Gréfien durch stiickweise affin-lineare
Ansatzfunktionen fiir eine uniforme Diskretisierung des Zeitintervalls [0,7] mit einer Zeitschritt-

weite At. Dabei wird
At g hmina

wobei A,,;, der kleinste Abstand zwischen den Mittelpunkten zweier benachbarter Dreiecke ist, vor-
ausgesetzt. Diese Bedingung ist notwendig fiir die Stabilitdt der partiellen Differentialgleichungen
(5.15) und (5.16). Wie oben sei t" := nAt, ¥ := 1;(t") und ¥" = (¥7"); fiir eine GroBe .

5.4.3 Grundlegender Algorithmus

Zur Beschreibung des Algorithmus seien alle Gréfien bis einschlieSlich des Zeitpunktes t*~! be-
kannt. Zun&chst werden die unbekannten Koeffizienten p” durch eine Diskretisierung der Gleichung
(5.15) errechnet. Anschlieend wird die Integralgleichung (5.14) zum Zeitpunkt ¢ diskretisiert, um
das skalare Potential zur Zeit t* zu approximieren. Ist dieses bekannt, so kann Gleichung (5.16)
verwendet werden, um das Vektorpotential A” zu berechnen. Zusammen mit Gleichung (5.13) er-
geben sich dann die Koeffizienten J” aus einem linearen Gleichungssystem.

Es folgt eine kurze Beschreibung der Diskretisierung der Gleichungen.

Ladungserhaltungsgleichung

Fiir ein Dreieck T} auf dessen Rand 07} die inneren Kanten Ey,, i = 1,..., N (1 < N < 3) liegen,
sei o 1= divr f,. Werden die Approximationen von p und j in die Gleichung (5.15) eingesetzt, und

ein zentraler Differenzenquotient zur Niherung der zeitlichen Ableitung verwendet, so ergibt sich

N,
pr=pp =280 aJiTY, k=1,..,Nr. (5.20)
j=1

Skalare Integralgleichung

Gleichung (5.14) wird verwendet, um das skalare Potential an den Mittelpunkten der Dreiecke
auszurechnen. Dabei wird eine Dreipunktquadratur zur Approximation eines Integrals verwendet,
sofern dieses keinen singulidren Integranden hat. Im letzteren Fall wird das Zeitargument als kon-
stant gleich dem am Mittelpunkt approximiert, und das resultierende einfachere Integral auf ein

eindimensionales nichtsingulidres transformiert, das mit einer hohen Quadraturformel behandelt



wird. Diese Ndherungen resultieren in den Gleichungen

T;
o = _Vkpk ‘|' . ZZ | |€ pz — lei — gﬁl) (5'21)

zgékn 1

mit v := ka |ck1——x|d5f' Die Berechnung der Funktionswerte p;(t" — |¢; — &4|) erfolgt durch Inter-
polation zwischen ganzzahligen Vielfachen der Zeitschrittweite At.
Elektrische Feldintegralgleichung

Die Feldintegralgleichung wird an Kantenmittelpunkten approximiert. I'iir eine innere Kante F;
seien Ty und T_ die zwei Dreiecke mit £; =T, N7T_ und qj :=¢€; —cy und ¢; :=c_ —¢;. Mit
einer einfachen Approximation der tangentialen Komponente impliziert Gleichung (5.16) dann die

Beziehung
ot (C:I:7 ) + grad Qb(czb t) ) q] — E(Cﬂ:7 t) ) q] (522)
in T4. Die Gradienten werden ersetzt durch die Differenzen
grad ¢(C+7 t) ' (];- ~ ¢(ej7 t) - ¢(C+7 t)

und
grad ¢(c_,1) - ¢; ~ d(c_,t) — ¢(e;,t).

Daraus folgt die rdumliche Approximation

i) = 0;(0) (5.2
mit
lIl](t) A(C-I-?t) " 4q; + A(C—7 ) q;
und

g9i(t) = E(cy, 1) - qj + E(c_,1) - q; + P(cy,t) — (e, t).
Die Zeitdiskretisierung von (5.23) erfolgt dann durch eine semi-implizite Formel,

At
n __ n—2
V=g

5 (07 +207 7" + 9777, (5.24)

Vektorwertige Integralgleichung

Die letzte Stufe des Algorithmus besteht darin, die vektorwertige Integralgleichung zum Zeitpunkt
t" zu diskretisieren.
Dazu werden die Koeffizienten W” in zwei Anteile aufgeteilt, einen singuldren W% und einen nicht-

singuldren W%, insgesamt

U= U+ U, (5.25)



wobei
55 =As(e)  (qf +4q7) (5.26)
und
W = A%(e) - gt + AR(e_)a] (5.27)

Hier resultieren A% und A% aus der Integralgleichung,

1 J(z,t")
Al(e:) = —/ —2 s 5.28
5= 47 TouT- |7 — € 529
bzw.
1 . 73]
nler) = — Z § Wk : 3 (s 1" = ey = &kl) (5.29)
4 T, #Ty k=1 |C+ €H|
7Ty k=
und
1 . 7
nle-)=— § Zwﬁ _Z J(&e t" = = = &) (5.30)
47 le— — &l
T;#T+ k=1

Die Gleichungen (5.27), (5.29) und (5.30) erlauben es, W% aus bekannten Gréflen zu errechnen.
Aus (5.25) ergibt sich dann W%. AbschlieBend gestatten die Beziehungen (5.26) und (5.28) die
Berechnung der noch unbekannten Koeffizienten J” aus einem linearen Gleichungssystem M.J" =

A

5.4.4 Modifikationen

Numerische Beispiele zeigen, dafl der beschriebene Algorithmus instabil ist. Daher werden verschie-
dene Modifikationen eingefiihrt, um das Schema zu stabilisieren.

Glattung des Stroms in der Zeit

Wie oben wird die Lésung einen Schritt im Voraus berechnet, also fiir n + 1, um dann den Koeffi-

zientenvektor J" zu ersetzen durch den Mittelwert
1 n+1 n n—1
Z(-] +2J"+ "),

Anschlieflend wird der schon berechnete Vektor W™ noch einmal errechnet, d.h. U* = M.J” 4 W7,
Diese Glattung dampft Instabilititen hoher Frequenz.



Glattung des Stroms im Ort

Zur &rtlichen Gldttung des Stroms werden die Koeffizienten JI' = J(e;,¢") - ng ersetzt durch den
Mittelwert der Normalenkomponente des Stroms an den Mittelpunkten der zugehoérigen Elemente,

d.h. durch den Wert
1 n n
§(J(c+,t )ong +J(e=, ") -n_).
Dabei ist ny die Normale zur Kante F;, die im Tangentialraum des Dreiecks Ty liegt und aus 77
herauszeigt bzw. in T_ hineinzeigt.
Glattung der Ladungsdichte

Zur Glattung der Ladungsdichte p wird ein rdumlicher Glattungsoperator § eingefiihrt. Dazu sei ¢
der Schwerpunkt eines Dreiecks T und ¢y, ¢; sowie c3 seien die Mittelpunkte der Dreiecke, die eine

gemeinsame mit 7" haben. Fiir eine stiickweise stetige Funktion 6 ist Sf(c) dann definiert durch

Gleichung (5.20) im Algorithmus wird dann ersetzt durch die Formel

3
pz = pz_z - 2AtS (Z CVZ'J]Z_1> . (5.31)

i+1
Zusitzlich wird fiir € € [0, 1] der Operator S, definiert durch

Sei =S+ (1-¢)ld.

Diese Glattung fiihrt auf einen grofien Fehler am Rand der Oberfliche.

Numerische Ergebnisse.

Die nachstehend gezeigten Beispiele liefern alle stabile Ergebnisse. Dabei ist jedoch stets ein e
geeignet zu wihlen. Die schlechten Approximationen am Rand sind in Abbildung 5.12 deutlich zu

erkennen.
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Abbildung 5.11 Zweite Komponente des Stroms am Mittelpunkt der Platte aufgetragen gegen die Zeit
(oben) und Ladung (farbig) sowie Strom (Pfeile) nach 100 Zeitschritten fiir A = 1/16 und At = h/3 (un-
ten) (Skalierungsfaktor fiir den Strom s = 1/10). Dabei wurde der Algorithmus mit allen Modifikationen

und ¢ = 0.9 verwendet
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Abbildung 5.12 Ladung (farbig) sowie Strom (Pfeile) nach 250 (links) und 500 (rechts) Zeitschritten
fiir h = 1/16 und At = h/3 (unten) (Skalierungsfaktor fiir den Strom s = 1/10). Dabei wurde der

Algorithmus mit allen Modifikationen und € = 0.9 verwendet



Anhang A

A.1 Programm fiir die retardierte Potentialintegralgleichung

Als Beispiel fiir die numerische Approximation der Lésung der retardierten Potentialintegralglei-
chung mit stiickweise konstanten Basisfunktionen im Ort und stiickweise affin-linearen Ansatzfunk-
tionen im Ort wird das Programm aus Abschnitt 3.6.6 fiir allgemeine Oberflichen betrachtet. Die

verschiedenen Modifikationen lassen sich leicht durch Abdnderungen realisieren.

A.1.1 Das Hauptprogramm

% numerical approximation of the scalar density in the retarded potential
% integral equation by piecewise constants in space and piecewise affine
% lineare functions in time for arbitrary surfaces in 3 dimensions

clear

h = 0.05; % maximal mesh-size
delta_T = 1.0 *h * sqrt(2)/3; % time-step size

N = 300; % number of time steps
diam = 2; % diameter of the surface
m_max = floor(diam/delta_T); % maximal index for Q

U = sparse(N,size(elements,1));

% Quadrature formulae
[outer_quad,outer_weights,trans_inner,inner_weights] = quadraturen;
outer_weights = outer_weights/2;
trans_inner2 = [];

for j = 1 : size(outer_weights,2)
trans_inner2 = [trans_inner2,trans_inner{j}];
end
% load triangulation
load coordinates.dat; coordinates(:,1) = [];

load elements.dat; elements(:,1) = [];
h calculate gramian determinants
for i = 1 : size(elements,1)
gram(i) = sqrt(det([-1 1 0;-1 0 1] * coordinates(elements(i,:),:)*...
4 coordinates(elements(i,:),:)? * [-1 -1;1 0;0 1]1));
en
h calculate time-stepping matrices in C and LU-decomposition of Q{1}
clear Q;
[Q,Quad_points,MAX] = ...
CellArray_surf(coordinates,elements,h,delta_T,m_max,outer_quad,...
outer_weights,trans_inner2,inner_weights,gram);
[L,V] = 1u(Q{1});

% time steps (with stabilization procedure)

n=1;
b = zeros(size(elements,1),1);
b = gram’ .* (reshape(ex_sol_dt(Quad_points,n*delta_T),3,...

size(elements,1))’ * [1 1 1]°/6) - b;
U(n,:) = (V\N(L\b))’;
temp2 = zeros(size(elements,1),1);
for n =3 : N+1
b = zeros(size(elements,1),1);



for 1 = 2 : min(n-1,MAX+1)
b =b + Q{1+1}*U(n-1,:)°;
end
b = gram’ .* (reshape(ex_sol_dt(Quad_points,n*delta_T),3,...

size(elements,1))’ * [1 1 1]°/6) - b;
templ = (V\ (L\ ( b - Q{2} * temp2) ) );
U(n-1,:) = (templ’ + 2 * temp2’ + U(n-2,:))/4;
temp2 = (VN (L\ ( b - Q{2} * U(n-1,:)’ ) ) );

end
% Postprocessing
show_surface(elements,coordinates,U(N,:));

A.1.2 Die Unterprogramme

A.1.2.1 Berechnen der Quadraturformeln

In der Funktion quadraturen.m werden Transformationsmatrizen gemif der Quadraturformeln aus

Abschnitt 3.3 berechnet.

function [outer_quad,outer_weights,trans_inner_b,weights_inner_b] = quadraturen;
x_1 = 0.1127016654; x_2 = 0.5; x_.3 = 1 -x_1;
inner_us = [x_1 x_ 1 x_2 x_1;x_3 x_1;x_1 x_2;x_2 x_2;%x_3 x_2;
x_1 x_3;x_2 x_3;x_3 x_3];
inner_weights_us = [25 40 25 40 64 40 25 40 25]/324;

for i = 1 : size(inner_us,1)

inner_quad(i,:) = [inner_us(i,1),inner_us(i,1)*inner_us(i,2)];
inner_weights(i) = inner_us(i,1) * inner_weights_us(i);
end

[outer_weights,alpha,beta,gamma]=quadratur73;

trans_outer = [alpha’,beta’,gamma’];
outer_quad = trans_outer;
h Werte der Basisfunktionen in den Quad.pktn auf T_ref,2 fuer die sing Quad
trans_inner = zeros(size(inner_quad,1),3);
for i = 1 : size(inner_quad,1)

trans_inner(i,:) = [1 - inner_quad(i,1),inner_quad(i,1)-inner_quad(i,2),

inner_quad(i,2)];

end
% Transformationen fuer die singulaeren Quadraturen

trans_inner_b = {1 : size(outer_quad,1)};
for i = 1 : size(outer_quad,1)
trans_inner_b{i} = zeros(size(inner_quad,1),3);

end
weights_inner_b = zeros(size(outer_quad,1),size(inner_quad,1));

points_outer = trans_outer * [0 0;1 0;0 1];
for kappa = 1 : size(points_outer,1)
points_inner = trans_inner *...
[points_outer(kappa,:);0,0;1,0];
for iota = 1 : size(points_inner, 1)
trans_inner_b{kappal}(iota,:) =
[1-points_inner(iota,1)-points_ 1nner(1ota 2) ,points_inner(iota,1),
points_inner(iota,2)];
weights_inner_b(kappa, 1ota) =
det([1,1,1; [points_ outer(kappa, );0,0;1,0]’]) * inner_weights(iota);

end
points_inner = trans_inner *...

[points_outer(kappa,:);1,0;0,1];
for iota = 1 : size(points_inner,1)
trans_inner b{kappa}(31ze(p01nts inner,1)+iota,:) =
[1-points_inner(iota,1)-points_ 1nner(1ota 2) p01nts 1nner(1ota 1),
points_inner(iota,2)];



weights_inner_b(kappa,size(points_inner,1)+iota) =

det([1,1,1; [points_outer(kappa,:);1,0;0,11°]) * inner welghts(lota)

end

points_inner = trans_inner *...

[points_o
for iota

uter(kappa,:);0,1;
1 : size(points_

0,01;
inner,1)

trans_inner_b{kappa}(2 * 31ze(p01nts inner,1)+iota,:) =

[1-p01nts inner(iota,1)-points_ 1nner(1ota 2) ,points_ 1nner(1ota 1),

poin

ts_inner(iota,2)];

weights_inner_b(kappa,2*size(points_inner,1)+iota) =

det([1,1,1; [points_outer(kappa,:);0,1;0,0]°]) * inner_weights(iota);

end
end

Die Gaufische 73-Punkt-Quadraturformel wird aus der Datei quadratur73.m gelesen.

function [Gewichte,alpha,beta,gammal=quadratur73;

Gewichte=[0.

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

alpha=[1/3,

0.
0.
0.
0.
0.
O
,0.
O
0.
0.
0.
0.
gamma=[1/3,0.
0.
0.
0.
0.
0

abc=[alpha;b
tmp1=[1,2,2;

032906331388919,

0.010330731891272,0.
.022387247263016,0.
.030266125869468,0.
.030490967802198,0.
.024159212741641,0.
.016050803586801,0.
.008084580261784,0.
.002079362027485,0.
.003884876904981,0.
.003884876904981,0.
.025574160612022,0.
.025574160612022,0.
.008880903573338,0.
.008880903573338,0.
.016124546761731,0.
.016124546761731,0.
.002491941817491,0.
.002491941817491,0.
.018242840118951,0.
.018242840118951,0.
.010258563736199,0.
.010258563736199,0.
.003799928855302,0.
.003799928855302,0.
020780025853987,0.
488896691193805,0.
888942751496321,0.
134466754530780,0.
002861120350567,0.

010161119296278] ;

489609987073006,0.
255551654403098,0.
055528624251840,0.
307929983880436,0.
157807405968595,0.

065494628082938] ;

489609987073006,0.
255551654403098,0.
055528624251840,0.
557603261588784,0.
839331473680839,0.

924344252620784] ;
eta;gamma] ;
2,1,2;2,2,11;

010330731891272,0.
022387247263016,0.
030266125869468,0.
030490967802198,0.
024159212741641,0.
016050803586801,0.
008084580261784,0.
002079362027485,0.
003884876904981,0.
003884876904981,0.
025574160612022,0.
025574160612022,0.
008880903573338,0.
008880903573338,0.
016124546761731,0.
016124546761731,0.
002491941817491,0.
002491941817491,0.
018242840118951,0.
018242840118951,0.
010258563736199,0.
010258563736199,0.
003799928855302,0.
003799928855302,0

tmp2=perms(1:3);

quadr=zeros(3,73);

quadr(:,1)=abec(:,1);
quadr(:,2:25)=reshape(abc(tmp1(:,:),2:9),3,24);
quadr(:,26:73)=reshape(abc(tmp2(:,:)’,10:17),3,4

alpha=quadr(

beta=quadr(2,

gamma=quadr (

1,:);
1)
3,:1);

454536892697893,0.
177077942152130,0.
012621863777229,0.
264566948406520,0.
075050596975911,0.

454536892697893,0.
177077942152130,0.
012621863777229,0.
720987025817365,0.
701087978926173,0.

010330731891272, ...
022387247263016, . ..
030266125869468, . ..
030490967802198, . ..

024159212741641,

016050803586801 . . .
008084580261784, . . .
002079362027485, . . .

003884876904981,
003884876904981,

025574160612022, . ..
025574160612022, . ..
008880903573338, . ..
008880903573338, . ..

016124546761731,
016124546761731,
002491941817491,
002491941817491,
018242840118951,
018242840118951,

010258563736199, . ..
010258563736199, . ..
003799928855302, . ..
.003799928855302] ;

090926214604215,0.
645844115695741,0.
974756272445543,0.
014446025776115,0.
223861424097916,0.

197166638701138,
779877893544096,
003611417848412,
046933578838178,
034647074816760,

401416680649431,
110061053227952,
395754787356943,
358539352205951,
142421601113383,

401416680649431,
110061053227952,
600633794794645,
594527068955871,
822931324069857,

8);



A.1.2.2 Assemblierung der Zeitschrittmatrizen

Die Assemblierung der Zeitschrittmatrizen erfolgt in der Programmiersprache C'. Das nachfolgende

Programm CellArray_surf.c kommuniziert mit dem MATLAB Programm iiber mex—Files.

#include <stdio.h>
#include <matrix.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include "ctype.h"

#include "string.h"

#include "mex.h"
#include "sparse.h"

void initieren(
double Coordinates[], double Elements[],
unsigned long int mC, unsigned long int mE,
double gausspoints[]

)

int i,k;

int e[3];

double x[3], y[3], z[3];

for (k=0; k<mE; k++){
for (i=0; i<3; i++){

e[i] = Elements[k+i*mE];

x[i] = Coordinates[e[i]-1];

y[i] = Coordinates[e[i]-1+mC] ;
) z[i] = Coordinates[e[i]-1+2*mC];
gausspoints [(3*k)+0] = ( (4*x[0]) + x[1] + x[2] ) / 6;
gausspoints[(3#k)+0+(3*mE)] = ( (4*y[0]) + y[1] + y[2] ) / 6;
gausspoints[(3*k)+0+(6+mE)] = ( (4*z[0]) + z[1] + z[2] ) / 6;
gausspoints[(3%k)+1] = ( x[0] + (4*x[1]) + x[2] ) / 6;
gausspoints [(3*k)+1+(3*mE)] = ( y[0] + (4*y[1]) + y[2] ) / 6;
gausspoints[(3*k)+1+(6*mE)] = ( z[0] + (4*z[1]) + z[2] ) / 6;
gausspoints [(3*k)+2] = ( x[0] + x[1] + (4*x[2]) ) / 6;
gausspoints[(3*k)+2+(3*mE)] = ( y[0] + y[1] + (4*y[2]) ) / 6;
gausspoints [(3*k)+2+(6*mE)] = ( z[0] + z[1] + (4*z[2]) ) / 6;

¥

}

void CellArray(
double Coordinates[], double Elements[],
unsigned long int mC, unsigned long int mE,
struct DMATRIX** Q,
double h, double delta_T,
double MAX[], double gausspoints[], double jacobl[],
int m_outer, int m_inner,
double trans_outer[], double Trans_inner[],
double inner_weights[], double outer_weights[]

int m_loc;

long int k,1,i,j,p,q,T;

double wert,wert2, dist, eps_loc, outer_point_x, outer_point_y,
outer_point_z, outer_point_x_2, outer_point_y_2,
outer_point_z_2, outer_weight, outer_weight_2, inner_weight,
inner_point_x, inner_point_y, inner_point_z, mpx_1, mpy_1,
mpz_1, mpx_2, mpy_2, mpz_2, rho, sep;

int e[3];

double x[3], y[3], =z[3], x_2[3], y_2[3], z_2[3];

rho = 2 * h;

for (k=0; k<mE; k++){

for (p=0; p<3; p++){

e[p] = Elements[k+p*mE] ;

x[p] = Coordinates[e[p]-1];

y[p] = Coordinates[e[p]-1+mC] ;
z[p] = Coordinates[e[p]-1+2*mC] ;

}



mpx_

mpy._
mpz_

1
1
1

(x[0] + x[1] + x[2])/3;
(ylol + y[1]1 + y[21)/3;
(z[0] + z[1] + z[2])/3;

for (1=0; 1<k; 1++){
for (p=0; p<3; p++){
e[p] = Elements[l+p*mE];

mpx_2

mpy_2
mpz_2

X_

y-
Z_

2[p]
2[p]
2[p]

Coordinates[e[p]-1];
Coordinates[e[p]-1+mC] ;
Coordinates[e[p]-1+2*mC] ;

(x_2[0] + x_2[1] + x_2[2]1)/3;
(y_2[0] + y_2[1] + y_2[2]1)/3;
(z_2[0] + z_2[1] + =z_2[2])/3;

sep = sqrt( (mpx_1 - mpx_2) * (mpx_1 - mpx_2) + (mpy_1 - mpy_2) *

(mpy_1 - mpy_2) + (mpz_1 - mpz_2) * (mpz_1 - mpz_2));

if (sep <= rho){
for (q=0; g<m_outer; q++){

}

outer_point_x = ( trans_outer[q] * x[0] + trans_outer[q+m_outer]
* x[1] + trans_outer[q+2*m_outer] * x[2] );
outer_point_y = ( trans_outer[q] * y[0] + trans_outer[q+m_outer]
* y[1] + trans_outer[q+2*m_outer] * y[2] );
outer_point_z = ( trans_outer[q] * z[0] + trans_outer[q+m_outer]
* z[1] + trans_outer[q+2*m_outer] * =z[2] );
outer_weight = outer_weights[q];
for (r=0; r<m_outer; r++){
outer_point_x_2 = ( trans_outer[r] * x_2[0] + trans_outer[r+m_outer]
* x_2[1] + trans_outer[r+2*m_outer] * x_2[2] );
outer_point_y_2 = ( trans_outer[r] * y_2[0] + trans_outer[r+m_outer]
* y_2[1] + trans_outer[r+2#m_outer] * y_2[2] );
outer_point_z_2 = ( trans_outer[r] * z_2[0] + trans_outer[r+m_outer]
* z_2[1] + trans_outer[r+2*m_outer] * =z_2[2] );
outer_weight_2 = outer_weights[r];
dist = sqrt( (outer_point_x_2 - outer_point_x) *
(outer_point_x_2-outer_point_x)+(outer_point_y_2-outer_point_y)
*(outer_point_y_2-outer_point_y)+(outer_point_z_2-outer_point_z)
*(outer_point_z_2-outer_point_z) );
m_loc = (int) (dist/delta_T);
eps_loc = (dist/delta_T) - m_loc;
dadd(Q[m_loc] ,k+1,1+1, jacob[k] * jacob[l] * outer_weight_2 #
outer_weight / (dist*delta_T));
dadd(Q[m_loc+1] ,k+1,1+1,(-1)*jacob[k] * jacob[l] * outer_weight_2 *
outer_weight / (dist* delta_T));
}

else{
for (i=0; i<3; i++){

}

}

for (j=0; j<3; j++){
dist = sqrt( (gausspoints[3*k+i]-gausspoints[3%1+j])
* (gausspoints [3*k+i]-gausspoints [3*1+j])+
(gausspoints [3xk+i+(3*mE)]-gausspoints[3*1+j+(3*mE)])
* (gausspoints [3*k+i+(3*mE)]-gausspoints [3*1+j+(3*mE)])+
(gausspoints [3xk+i+(6*mE)]-gausspoints[3*1+j+(6*mE)])
* (gausspoints [3*k+i+(6*mE)]-gausspoints [3*1+j+(6*mE)]));
m_loc = (int) ( dist / delta_T);
MAX[0] = m_loc > MAX[0] ? m_loc : MAX[O];
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
dadd(Q[m_loc] ,k+1,1+1,jacob[1]*jacob[k]/(36+dist*delta_T));
dadd(Q[m_loc+1] ,k+1,1+1,(-1)*jacob[1]*jacob[k]/(36*dist*delta_T));
}

}

for (1=(k+1); 1<mE; 1++){
for (p=0; p<3; p++){

e[p] = Elements[l+p*mE];



x_2

y_2

z_2
}
mpx_2
mpy_2
mpz_2
sep =

[p]
[p]
[p]

Coordinates[e[p]l-1];
Coordinates[e[p]-1+mC] ;
Coordinates[e[p]-1+2*mC] ;

(x_2[0] + x_2[1] + x_2[2])/3;

(y-2[0] + y_2[1] + y_2[2])/3;

(z_2[0] + z_2[1] + z_2[2])/3;

sqrt ((mpx_1-mpx_2)* (mpx_1-mpx_2)+(mpy_1-mpy_2)*(mpy_1 - mpy_2)
+ (mpz_1-mpz_2)*(mpz_1-mpz_2));

if (sep <= rho){

for

(q=0; q<m_outer; q++){

outer_point_x = ( trans_outer[q] * x[0] + trans_outer[q+m_outer]

* x[1] + trans_outer[q+2*m_outer] * x[2] );

outer_point_y = ( trans_outer[q] * y[0] + trans_outer[q+m_outer]

* y[1] + trans_outer[q+2*m_outer] * y[2] );

outer_point_z = ( trans_outer[q] * z[0] + trans_outer[q+m_outer]

* z[1] + trans_outer[q+2*m_outer] * =z[2] );

outer_weight = outer_weights[q];
for (r=0; r<m_outer; r++){

}
}

else{
for
f

X
}
}
3

¥
for (k=0;
for (p=
elp]
x[p]
y[p]
z[p]

}
for (g=

outer_point_x_2 = ( trans_outer[r] * x_2[0] + trans_outer[r+m_outer]
* x_2[1] + trans_outer[r+2*m_outer] * x_2[2] );

( trans_outer[r] * y_2[0] + trans_outer[r+m_outer]
[1] + trans_outer[r+2#m_outer] * y_2[2] );

( trans_outer[r] * z_2[0] + trans_outer[r+m_outer]
[1] + trans_outer[r+2*m_outer] * =z_2[2] );
outer_weight_2 = outer_weights[r];
dist = sqrt( (outer_point_x_2 - outer_point_x) *

(outer_point_x_2-outer_point_x)+(outer_point_y_2-outer_point_y)
*(outer_point_y_2-outer_point_y)+(outer_point_z_2-outer_point_z)
*(outer_point_z_2-outer_point_z));

m_loc = (int) (dist/delta_T);

eps_loc = (dist/delta_T) - m_loc;
dadd(Q[m_loc] ,k+1,1+1, jacob[k] * jacob[l] * outer_weight_2 #

outer_weight / (dist*delta_T));

dadd(Q[m_loc+1] ,k+1,1+1,(-1)*jacob[k] * jacob[l] * outer_weight_2 *

outer_weight / (dist* delta_T));

outer_point_

outer_point_

NN I

y_2
* y_
z_2
* Z_

(i=0; i<3; i++){
or (j=0; j<3; j++){
dist = sqrt( (gausspoints[3*k+i]-gausspoints[3%1+j])
* (gausspoints [3*k+i]-gausspoints [3*1+j])+
(gausspoints [3*k+i+(3*mE)]-gausspoints[3*1+j+(3*mE)])
* (gausspoints [3*k+i+(3*mE)]-gausspoints [3*1+j+(3*mE)])+
(gausspoints[3*k+i+(6*mE)]-gausspoints[3*1+j+(6*mE)])
* (gausspoints [3*k+i+(6*mE)]-gausspoints [3*1+j+(6*mE)]));
m_loc = (int) ( dist / delta_T);
MAX[0] = m_loc > MAX[0] ? m_loc : MAX[O];
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
dadd(Q[m_loc] ,k+1,1+1,jacob[1]*jacob[k]/(36*dist*delta_T));
dadd(Q[m_loc+1] ,k+1,1+1,(-1)*jacob[1] * jacob[k]/(36*dist*delta_T));

k<mE; k++){

0; p<3; p++){

Elements [k+p*mE] ;
Coordinates[e[p]l-1];
Coordinates[e[p]-1+mC] ;
Coordinates[e[p]-1+2#mC] ;

0; g<m_outer; q++){



re

void

mx
st
do
do

( trans_outer[q] * x[0] + trans_outer[q+m_outer] * x[1]
trans_outer[q+2*m_outer] * x[2] );
( trans_outer[q] * y[0] + trans_outer[q+m_outer] * y[1]

outer_point_x =
+
+ trans_outer[q+2*m_outer] * y[2] );
+

outer_point_y

( trans_outer[q] * z[0] + trans_outer[q+m_outer] * z[1]
trans_outer[q+2*m_outer] * z[2] );
outer_weight = outer_weights[q];
for (r=0; r<m_inner; r++){
inner_point_x = ( Trans_inner[q*m_inner*3+r] * x[0] +
Trans_inner[q*m_inner*3+r+m_inner] * x[1]
+ Trans_inner[q#m_inner*3+r+2*m_inner] * x[2] );
( Trans_inner[q*m_inner*3+r] * y[0] +
Trans_inner[q*m_inner*3+r+m_inner] * y[1]
+ Trans_inner[q#m_inner*3+r+2*m_inner] * y[2] );
( Trans_inner[q*m_inner*3+r] * z[0] +
Trans_inner[q*m_inner*3+r+m_inner] * z[1]
+ Trans_inner[q#m_inner*3+r+2*m_inner] * z[2] );
inner_weight = inner_weights[q + r*m_outer];
dist = sqrt( (inner_point_x - outer_point_x)
(inner_point_x - outer_point_x)
(inner_point_y - outer_point_y)
(inner_point_y - outer_point_y)
(inner_point_z - outer_point_z)
(inner_point_z - outer_point_z));
m_loc (int) (dist/delta_T);
eps_loc (dist/delta_T) - m_loc;
dadd(Q[m_loc] ,k+1,k+1, jacob[k] * jacobl[k] *
inner_weight * outer_weight / (dist * delta_T));
dadd(Q[m_loc+1] ,k+1,k+1,(-1) * jacobl[k] * jacobl[k] *
inner_weight * outer_weight / (dist * delta_T));

outer_point_z

inner_point_y

inner_point_z

* + ¥ 4+ *

X
}
turn;
—————————————————————————————————————————————————————————————— */
---  gateaway function to matlab ------------------—o————o */
-------------------------------------------------------------- */
mexFunction(
int nlhs, mxArray *plhs[],
int nrhs, const mxArray *prhs[]
)
Array **karray_ptr;
ruct DMATRIX **z
uble *Trans_inner;
uble *x, *y, *s, *t, *u, *trans_outer,

*outer_weights, *inner_weights;

unsigned int long ml,nl,m2,n2,m_outer,m_inner;

int k, NoMatrix;
int N;
double h, *jacob, *gausspoints, kappa, *MAX;

/*
if

}

mi
ni
m2
n2
X

e cdn<g

Check for proper number of arguments */
(nrhs !'= 10) {

mexErrMsgTxt ("Only ten input arguments allowed.");

else if (nlhs !'= 3) {

mexErrMsgTxt ("Only three output argument allowed.");

mxGetM(prhs[0]);
mxGetN(prhs[0]);
mxGetM(prhs[1]);
mxGetN(prhs[1]);
mxGetPr(prhs[0]);
mxGetPr(prhs[1]);
mxGetPr(prhs[2]);
mxGetPr(prhs[3]);
mxGetPr(prhs[4]);



jacob = mxGetPr(prhs[9]);
trans_outer = mxGetPr(prhs[5]);
outer_weights = mxGetPr(prhs[6]);
Trans_inner = mxGetPr(prhs[7]);
inner_weights = mxGetPr(prhs[8]);
m_inner 27;
m_outer 73;
plhs[1] = mxCreateDoubleMatrix(3*m2,3,mxREAL);
gausspoints = mxGetPr(plhs[1]);
/* plhs[2] = mxCreateDoubleMatrix(1,m2,mxREAL);
jacob = mxGetPr(plhs[2]);; */
plhs[2] = mxCreateDoubleMatrix(1,1,mxREAL);
MAX = mxGetPr(plhs[2]);
initieren(x, y, ml, m2, gausspoints);
MAX[0] = (int) (*u);
NoMatrix = ((int) MAX[0])+2;
MAX[0] = 0;
/* Create the output CellMatrix and load it into plhs[0]. */
plhs[0] = mxCreateCellMatrix(1,NoMatrix);
z = (struct DMATRIX *%*) mxCalloc(NoMatrix,sizeof(struct DMATRIX*));
for (k=0; k<NoMatrix; k++){
z[k] = mxCalloc(1l,sizeof(struct DMATRIX));
dsparse(z[k] ,m2);

/* Do the actual computations in a subroutine */
CellArray(x, y, ml, m2, z, *s, *t, MAX, gausspoints,
jacob, m_outer, m_inner, trans_outer, Trans_inner,
inner_weights, outer_weights);
array_ptr = (mxArray #*) mxCalloc(l,sizeof (mxArray*));
for (k=0; k<NoMatrix; k++){
dsparse2matlab(z[k],array_ptr);
mxSetCell(plhs[0] ,k,*array_ptr);

mxFree(z) ;
/* mxFree(array_ptr); */

A.1.3 Die rechte Seite

In den numerischen Beispielen wurden zwei verschiedene rechte Seiten betrachtet, die mit den

Funktionen a_dt.m und ex_sol_dt.m berechnet wurden.

function y = a_dt(x,t);
y = (-20%t+50)*exp(-10*(t-2.5)"2) * ones(size(x,1),1);

function y = ex_sol(x,t);
val = zeros(size(x,1),4);
for j = 1 : size(x,1)

b x(j,1);
x(3,2);
zeros(1,4);
zeros(1,4);

Ho® o K
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[}

i=1:4
if a(i) ==0 | b(i
val(j,i) = 0;
elseif (t<=b(i)) & (t<=a(i))
val(j,i) = pi * t/2;



elseif ((b(i)<t) & (t<=a(i)))
val(j,i) = b(i) * log((t + sqrt(t~2-b(i)~2))/b(i)) + ...
(pi/2 - acos(b(i)/t)) * t;
elseif ((a(il)<t) & (t<=b(i)))
val(j,i) = a(i) * log( (t + sqrt(t~2-a(i)~2))/a(i)) + ...
(pi/2 - acos(a(id/t)) * t;
elseif (t>a(i) & t>b(i) & t<=sqrt(a(i) 2+b(i)"2))
val(j,i) = b(i) * log( (t + sqrt(t~2-b(i)~2))/b(i)) +...
a(i) * log( (t + sqrt(t~2-a(i)~2))/a(i)) + ...
(pi/2 - acos(b(i)/t) - acos(a(i)/t)) * t/2;
elseif (t>sqrt(a(i) 2+b(i)~2))
val(j,i) = b(i) * log((sqrt(a(i)~2+b(i)~2) + a(i))/b(i)) +...
a(i) * log((sqrt(a(i)~2+b(i)~2) + b(i))/a(i));

end
end

end
y=val(:,1)+val(:,2)+val(:,3)+val(:,4);

A.1.4 Ausgabe der Losung

Die numerische Approximation kann mit Hilfe der Funktion show_surface.m grafisch dargestellt

werden.

function show_surface(elements,coordinates,x)

X = reshape(coordinates(elements’,1),size(elements,2),size(elements,1));
Y = reshape(coordinates(elements’,2),size(elements,2),size(elements,1));
Z = reshape(coordinates(elements’,3),size(elements,2),size(elements,1));

£i113(X,Y,Z,x);
shading flat;

view(110,30);
colorbar;

A.2 Programm zum Stabilititstest

Beispielhaft ist nachstehend ein Programm zur Stabilititsanalyse fiir die stiickweise konstante Be-

handlung der retardierten Potentialintegralgleichung gezeigt.

% Fourier--test fuer PO-Galerkin--Schema ohne Int-schritt, Selfpatch
% analytisch oder approximiert

clear;
% h = 1; normiert
N = 100;

infty_norms = zeros(10,100);
delta_T = 1.3 * sqrt(2.0)/3.0 ;
M = floor(N #* delta_T);
m_max = 4*ceil(sqrt(2) * M) + 20;
f = 10;
norms = zeros(f+1,f+1,N);

for frequ_one = 0 : f

for frequ_two = 0 : f
omega_1l = one/frequ_one * 2 * pi;
omega_2 = two/frequ_two * 2 * pi;
P = {1:m_max};
Q = {1:m_max};
for j = 1: m_max



Q{j}
P{j}
end
ii = sqrt(-1);
S exp(-ii*omega_1);
S_y = exp(-ii*omega_2);
gausspoints_1 = [2 1;5 1;5 21/6;
gausspoints_u = [1 2;4 5;1 51/6;
for k=1 : M
for 1= -k+1 : k
for i=1 : 3
for j=1 : 3
% untere Dreiecke gegeneinander
dist = norm(gausspoints_1(i,:)-gausspoints_1(j,:)-[k,1]1);
m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(1,1) = Q{m_loc+1}(1,1) + (1l-eps_loc) / (36 #* dist) * S_x
Q{m_loc+2}(1,1) = Q{m_loc+2}(1,1)+ eps_loc / (36 * dist) * S_x"k*S
dist = norm(gausspoints_1(i,:)-gausspoints_1(j,:)-[-1,k]1);
m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(1,1) = Q{m_loc+1}(1,1) + (1-eps_loc) / (36 #* dist) * S_x"-1*S_y k;
Q{m_loc+2}(1,1) = Q{m_loc+2}(1,1)+ eps_loc / (36 * dist) * S_x"-1%S_y"k;
dist = norm(gausspoints_1(i,:)-gausspoints_1(j,:)-[-k,-1]1);
m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(1,1) = Q{m_loc+1}(1,1) + (1-eps_loc) / (36 #* dist) * S_x"-kx*S_y~-1;
Q{m_loc+2}(1,1) = Q{m_loc+2}(1,1)+ eps_loc / (36 * dist) #* S_x"-k*S_y~-1;
dist = norm(gausspoints_1(i,:)-gausspoints_1(j,:)-[1,-k]);
m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(1,1) = Q{m_loc+1}(1,1) + (1-eps_loc) / (36 #* dist) * S_x"1*S_y -k;
Q{m_loc+2}(1,1) = Q{m_loc+2}(1,1)+ eps_loc / (36 * dist) #* S_x"1*S_y -k;
% obere Dreiecke gegeneinander
dist = norm(gausspoints_u(i,:)-gausspoints_u(j,:)-[k,1]1);
m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(2,2) = Q{m_loc+1}(2,2) + (1-eps_loc) / (36 #* dist) * S_
Q{m_loc+2}(2,2) = Q{m_loc+2}(2,2)+ eps_loc / (36 #* dist) * S_x"k*
dist = norm(gausspoints_u(i,:)-gausspoints_u(j,:)-[-1,k]1);
m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(2,2) = Q{m_loc+1}(2,2) + (1-eps_loc) / (36 #* dist) * S_x"-1*S_y k;
Q{m_loc+2}(2,2) = Q{m_loc+2}(2,2)+ eps_loc / (36 * dist) * S_x"-1*S_y"k;
dist = norm(gausspoints_u(i,:)-gausspoints_u(j,:)-[-k,-1]1);
m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(2,2) = Q{m_loc+1}(2,2) + (1l-eps_loc) / (36 #* dist) * S_x"-kx*S_y~-1;
Q{m_loc+2}(2,2) = Q{m_loc+2}(2,2)+ eps_loc / (36 * dist) #* S_x"-k*S_y~-1;
dist = norm(gausspoints_u(i,:)-gausspoints_u(j,:)-[1,-k]);
m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+13}(2,2) Q{m_loc+1}(2,2) + (1l-eps_loc) / (36 * dist) * S_x"1*S_y -k;
Q{m_loc+2}(2,2) Q{m_loc+2}(2,2)+ eps_loc / (36 * dist) * S_x"1*S_y -k;
% obere von T_ref gegen untere auf T_1,k
dist = norm(gausspoints_1(i,:)-gausspoints_u(j,:)-[k,1]1);
m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(2,1) = Q{m_loc+1}(2,1) + (1l-eps_loc) / (36 #* dist) * S_
Q{m_loc+2}(2,1) = Q{m_loc+2}(2,1)+ eps_loc / (36 #* dist) * S_x"k*
dist = norm(gausspoints_1(i,:)-gausspoints_u(j,:)-[-1,k]1);
m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(2,1) = Q{m_loc+1}(2,1) + (1-eps_loc) / (36 #* dist) * S_x"-1*S_y k;
Q{m_loc+2}(2,1) = Q{m_loc+2}(2,1)+ eps_loc / (36 * dist) * S_x"-1%S_y"k;
dist = norm(gausspoints_1(i,:)-gausspoints_u(j,:)-[-k,-1]1);

sparse(2,2);
sparse(2,2);

x"k*S_y~1;
S_y 1l

x"k*S_y~1;
S_y 1l



m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(2,1) = Q{m_loc+1}(2,1) + (1-eps_loc) / (36 #* dist) * S_x"-kx*S_y~-1;
Q{m_loc+2}(2,1) = Q{m_loc+2}(2,1)+ eps_loc / (36 * dist) * S_x"-k*S_y~-1;
dist = norm(gausspoints_1(i,:)-gausspoints_u(j,:)-[1,-k]1);
m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(2,1) Q{m_loc+1}(2,1) + (1-eps_loc) / (36 * dist) * S_x"1*S_y -k;
Q{m_loc+2}(2,1) = Q{m_loc+2}(2,1)+ eps_loc / (36 * dist) * S_x"1*S_y -k;
engnd
end
end .
for i= 1 : 3
for j=1 : 3
dist = norm(gausspoints_1(i,:)-gausspoints_u(j,:)) ;
m_loc = floor( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
Q{m_loc+13}(2,1) Q{m_loc+1}(2,1) + (1-eps_loc) / (36 * dist);
Q{m_loc+23}(2,1) Q{m_loc+2}(2,1) + eps_loc / (36 * dist);

end
end

% Q{1}(1,1) = Q{1}(1,1) + 2 * 1.203614;
hoa{13(2,2) = Q{1}(2,2) + 2 * 1.203614;
[outer_quad,outer_weights,trans_inner,inner_weights] = quadraturen;
outer_weights = outer_weights/2;
Koordinaten = [0 0;1 0;1 1];
outer_points = outer_quad * Koordinaten;
for r = 1 : size(outer_points,1)
inner_points = trans_inner{r} * Koordinaten;
for s = 1 : size(inner_points,1)
dist = norm(outer_points(r,:)-inner_points(s,:));
m_loc = floor(dist/delta_T);
eps_loc = dist/delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(1,1) = Q{m_loc+1}(1,1) + (l-eps_loc) *
outer_weights(r) * inner_weights(r,s) / dist;
Q{m_loc+2}(1,1) = Q{m_loc+2}(1,1) + eps_loc *
outer_weights(r) * inner_weights(r,s) / dist;
Q{m_loc+1}(2,2) = Q{m_loc+1}(2,2) + (l-eps_loc) *
outer_weights(r) * inner_weights(r,s) / dist;
Q{m_loc+2}(2,2) = Q{m_loc+2}(2,2) + eps_loc *
outer_weights(r) * inner_weights(r,s) / dist;

end
end

for 1 =1 : m_max

Q{1}(1,2) = Q{1}(2,1);
end

M_norm(1) = 1;
P{1} = eye(2);

forn =1 : N-1
b = zeros(2,2);
for m =0 : n-1
b =b + Q{n-m+1}*P{m+1};
end
P{n+1} = - Q{1} \ b;

M_norm(n+1) = norm(P{n+1},inf);

end
% subplot(f+1,f+1,onex(f+1)+two+l);
h plot([1:N],log(M_norm));

norms (one+1,two+1,:) = M_norm;
end



A.3 Programm fiir die elektrische Feldintegralgleichung

Das folgende Programm realisiert den in Abschnitt 5.4 vorgestellten Algorithmus von Davies. Hier

in einer Implementation fiir gekriimmte Oberflichen.

A.3.1 Das Hauptprogramm

% algorithm for the general surface scattering
% initialize

fein = 20;
h = 1/fein;
N = 300;

epsilon = 0.9;
h erzeuge Gitter
diam = 2;
delta_T = h/3;
m_max = floor(diam/delta_T);
[Elemente,Koordinaten,Neumann,N1]=GraduiertesQuadrat(fein,fein,1,1);
Koordinaten = [Koordinaten,zeros(size(Koordinaten,1),1)];
% Netzspezifische Informationen
[Kantennr ,Elemente] = GeneriereKantennr(Elemente,Koordinaten);
areas = Flaecheninhalte(Elemente,Koordinaten);
[tangs,mp_pm,mp_edges,els2edge,edges2els,ggue,edge_lengths,Vorzeichen,...
divergences,Kantenenden] = ...
edges_and_elements(Koordinaten,Elemente,Kantennr,areas);
normalen = normals(Elemente,Koordinaten,Kantennr,Kantenenden,els2edge,...
Vorzeichen);
h Verschiedene time--stepping Matrizen berechnen
Q = sca_RPIE(Elemente,Koordinaten,areas,delta_T,m_max,h);
[R,points,MAX] = CellArray_vec_rpie(Koordinaten,Elemente,h,delta_T,....
m_max ,Kantennr,edge_lengths,...
Vorzeichen,ggue,mp_edges,mp_pm,edges2els,els2edge);
for j =1 : m_max +2
R{j} = R{j}/(pi);
R{j}(:, [max(max(Kantennr))+1:6*max(max(Kantennr))]) = [];
end
Mt = vec_RPIE_sing(Koordinaten,Elemente,Kantennr,edges2els,els2edge,...

Kantenenden,mp_edges,ggue,edge_lengths,Vorzeichen,areas);

= tangs([1:2:2*max(max (Kantennr))],:) + tangs([2:2:2*max(max(Kantennr))],:);
= gparse(max(max(Kantennr)) ,max(max(Kantennr)));
or j = 1 : max(max(Kantennr))

g(j,Z) = (q(j,1) * Mt(3xj-2,:) + q(j,2) * Mt(3*j-1,:) + q(j,3) * Mt(3#*j,:));
en
% freie Kanten heraussuchen

maske = zeros(max(max(Kantennr)),1);

I = diag(Kantennr(Neumann(:,1),Neumann(:,2)));

maske(I) = ones(size(I,1),1);

freieKanten = find(“maske);
% Loesungsvektoren initialisieren

rho = zeros(size(Elemente,1),N);

phi = zeros(size(Elemente,1),N);

Psi = zeros(max(max(Kantennr)),N);
Psi_N = zeros(max(max(Kantennr)),N);
Psi_S = zeros(max(max(Kantennr)),1);

g = zeros(max(max(Kantennr)),N);

J = zeros(max(max(Kantennr)),N);
A_N = zeros(6*max(max(Kantennr)),1);
A_S = zeros(3*max(max(Kantennr)),1);

h Zeitschritte, n= 1 gesondert behandeln
n=1;



g(:,n) = sum((E(mp_pm([1:2:2*max(max (Kantennr))],:),n*delta_T) .*

tangs([1:2:2*max(max(Kantennr))],:))’)’ ..
+ sum((E(mp_pm([2:2:2+max(max(Kantennr))],:),n*delta_T) .* ...

tangs([2:2:2*max(max(Kantennr))],:))’)’;

Psi(:,n) = (delta_T/2) #* g(:,n);

Psi_S = Psi(:,n);

J(freieKanten,n) = M(freieKanten,freieKanten) \ Psi_S(freieKanten);

h n = 2; auch gesonderte Behandlung

n = 2;
rho(:,n) = - 2 * delta_T * divergences * J(:,n-1);
phi(:,n) = Q{1}*rho(:,n);

g(:,n) = sum((E(mp_pm([1:2:2*max(max (Kantennr))],:),n*delta_T) .*
tangs([1:2:2+max(max(Kantennr))],:))’)’ ...
+ sum((E(mp_pm([2:2:2*max(max(Kantennr))],:),nxdelta_T) .*
tangs ([2:2:2*max(max(Kantennr))],:))’)’
+ Vorzeichen #* phi(:,n);
Psi(:,n) = (delta_T/2) * (g(:,n) + 2%g(:,n-1));
for 1 =0 : 1
AN = AN + R{1+1}*J(:,n-1);

end
Psi_N sum(([A_N([i:6:6*max(max(Kantennr))]),...
A_N([2:6:6*max(max(Kantennr))]),..
A_N([3:6: 6*max(max(Kantennr))])] .
.* tangs([1:2: 2*max(max(Kantennr))] D))+ L.
sum(([A_N([4 6:6*max (max(Kantennr))]),
A_N([5:6:6xmax(max(Kantennr))]),
A_N([6:6: 6*max(max(Kantennr))])]
.* tangs([2:2: 2*max(max(Kantennr))] $)))
A_N = zeros(6*max(max(Kantennr)) 1),
Psi_S = Psi(:,n) - Psi_N;
J(freieKanten,n) = M(freieKanten,freieKanten) \ Psi_S(freieKanten);
forn =3 : N-1
filt_charge = charge_filtering(Elemente,divergences * J(:,n-1),
edges2els,els2edge,epsilon);
rho(:,n) = rho(:,n-2) - 2 * delta_T *filt_charge’;
for 1 =1 : min(n-1,m_max+1)
phi(:,n) = phi(:,n) + Q{l+1}*rho(:,n-1);
end
phi(:,n) = phi(:,n) + Q{i}*rho(:,n);
g(:,n) = sum((E(mp_pm([1:2:2*max(max (Kantennr))],:),n*delta_T) .*
tangs([1:2:2*max(max(Kantennr))],:))’)’
+ sum((E(mp_pm([2:2:2*max(max(Kantennr))],:),nxdelta_T) .*
tangs ([2:2:2*max(max(Kantennr))],:))’)’
+ Vorzeichen #* phi(:,n);
Psi(:,n) = Psi(:,n-2) + (delta_T/2) * (g(:,n) + 2%g(:,n-1) + g(:,n-2));
for 1 =1 : min(n-1,m_max+1)
AN = A_N + R{1+1}*J(:,n-1);
end
Psi_N(:,n) = sum(([A_N([1:6:6*max(max(Kantennr)
A_N([2:6:6*max(max(Kantennr)
A_N([3:6:6xmax(max(Kantennr)
.*  tangs([1:2:2*max(max(Kantenn
sum(([A_N([4:6:6*max(max(Kantennr)
A_N([5:6:6*max(max(Kantennr)
A_N([6:6:6*max(max(Kantennr)
.*  tangs([2:2:2*max (max(Kantenn
A_N = zeros(6*max(max(Kantennr)),1);
Psi_S = Psi(:,n) - Psi_N(:,n);
J(:,n)(freieKanten) = M(freieKanten,freieKanten) \ Psi_S(freieKanten);
% Glaettung von J
J(:,n) = current_filtering(J(:,n),Elemente,Koordinaten,Kantennr,...
els2edge,edge_lengths,Vorzeichen,edges2els,areas,ggue,normalen);
J(:,n-1) = (J(:,n) + 2%J(:,n-1) + J(:,n-2))/4;
Psi(:,n-1) = M * J(:,n-1) + Psi_N(:,n-1);
n = n-1;
end
toc

% Ausgabe der y-Komponente nahe des Mittelpunktes der Platte

1),
210,
2101 .
31,:0)°) + ...
1), ...
1),
)11
r))]

1))



n=floor(5/delta_T);

clf;

subplot(2,1,1)

ausgabe(J,Elemente,Koordinaten,Vorzeichen,ggue,edge_lengths,edges2els,...
N,delta_T,areas,0.5,0.5);

subplot(2,1,2)

ausgabe2(J,rho,Elemente,Koordinaten,n,Vorzeichen,els2edge,areas,ggue,...
edge_lengths,edges2els) ;

A.3.2 Verschiedene Unterprogramme zur Verwaltung des Netzes

A.3.2.1 Erzeugen von Kantennummern

function [Kantennr,Elemente]=GeneriereKantennr(Elemente,Koordinaten)
% Umsortierung, so dass die 1. Kante eines Elements eine laengste Kante ist
for j=1:size(Elemente,1)
[tmp,al=max (sum((Koordinaten(Elemente(j,[2,3,1]1),:)- ...
Koordinaten(Elemente(j,[1,2,3]1),:)).727));
Elemente(j,:)=Elemente(j,[a,rem(a,3)+1,rem(a+1,3)+1]);
end
Kantennr=zeros(size(Koordinaten,1),size(Koordinaten,1));
Anz_Kant=0;
for j=1:size(Elemente,1)
for k=1:3
a=[Elemente(j,k) ,Elemente(j,rem(k,3)+1)];
if Kantennr(a(2),a(1)) h umgekehrt!
Kantennr(a(1l),a(2))=Kantennr(a(2),a(1));

else
Anz_Kant=Anz_Kant+1;
Kantennr(a(1l),a(2))=Anz_Kant;
end
end
end

A.3.2.2 Berechnen der Fliacheninhalte

function areas = Flaecheninhalte(elements,coordinates)
for j = 1 : size(elements,1)
areas(j) = sqrt(det([-1 1 0;-1 0 1] #* coordinates(elements(j,:),:)*...
coordinates(elements(j,:),:)’ * [-1 =1;1 0;0 1]))/2;
end

A.3.2.3 Beziehungen zwischen Kanten und Elementen

Die folgende Funktion erstellt verschiedene Matrizen und Vektoren, die die Assemblierung der

Zeitschrittmatrizen vereinfachen.

function [tangs,mp_pm,mp_edges,els2edge, edges2els ggue,edges_length,.
Vorzeichen,divergences,Kantenenden] =
edges_and elements(Koordlnaten Elemente Kantennr,areas)
tangs = zeros(2*max(max(Xantennr)),3);
mp_pm = zeros(2*max(max(Kantennr)),3);
ggue = zeros(max(max(Kantennr)),size(Elemente,1));
mp_edges = zeros(max(max(Kantennr)),3);
els2edge = zeros(2+max(max(Kantennr)),1);
edges2els = zeros(size(Elemente,1),3);
Vorzeichen = zeros(max(max(Kantennr)),size(Elemente,1));



divergences = sparse(size(Elemente, 1) ,max(max(Kantennr))) ;
for j = 1 : size(Elemente,1)
for k=1 : 3
Anf_Kante = Elemente(j,k);
Ende_Kante = Elemente(j,rem(k,3)+1);
if sum(Vorzeichen(Kantennr(Anf_Kante,Ende_Kante),:)) == 1
Vorzeichen(Kantennr(Anf_Kante,Ende_Kante),j) = -1;
else
Vorzeichen(Kantennr(Anf_Kante,Ende_Kante),j) = 1;

for j = 1 : size(Elemente,1)
J = diag(Xantennr(Elemente(j,[2,3,1]),Elemente(j,[3,1,2]1)));
divergences(j,J) = (sqrt(sum((Koordinaten(Elemente(j,[3,1,2]),:)-...
Koordinaten(Elemente(j,[2,3,1]1),:)).72?))’ .* Vorzeichen(J,j))’/areas(j);
end
for j = 1 : size(Elemente,1)
for k =1 : 3
Anf_Kante = Elemente(j,k);
Ende_Kante = Elemente(j,rem(k,3)+1);
Kantenenden(Kantennr (Anf_Kante,Ende_Kante),:) = [Anf_Kante,Ende_Kante];
mp_edges (Kantennr (Anf_Kante, Ende _Kante),:) =
(Koordinaten(Anf_Kante,:) + Koordlnaten(Ende Kante, N/2;
edges_length(Kantennr (Anf_Kante,Ende_Kante)) =
norm(Koordinaten(Anf_Kante,:) - Koordinaten(Ende_Kante,:));
edges2els(j,k) = Kantennr(Anf_Kante,Ende_Kante);
if Vorzeichen(Kantennr(Anf_Kante,Ende_Kante),j) == 1
tangs (2*xKantennr (Anf_Kante,Ende_Kante)-1, ) =
(Koordinaten(Anf_Kante,:) + Koordlnaten(Ende Kante,:))/2 - ...
sum(Koordinaten(Elemente(j,:),:)/3);
mp_pm(2*Kantennr(Anf_Kante,Ende_Kante)—1,:) = ...
sum(Koordinaten(Elemente(j,:),:)/3);
els2edge(2#Kantennr (Anf_Kante,Ende_Kante)-1) = j;
ggue(Kantennr (Anf_Kante,Ende_Kante),j) = Elemente(j,rem(k+1,3)+1);
elseif Vorzeichen(Kantennr(Anf_Kante,Ende_Kante),j) == -1
tangs (2*xKantennr (Anf_Kante,Ende Kante) 1) =
(-1)*((Koordinaten(Anf_Kante,:) + Koordlnaten(Ende Kante,:))/2 -
sum(Koordinaten(Elemente(j,:),:)/3));
mp_pm(2*Kantennr(Anf_Kante,Ende_Kante),:) =
sum(Koordinaten(Elemente(j,:),:)/3);
els2edge(2#Kantennr (Anf_Kante,Ende_Kante)) = j;
ggue(Kantennr (Anf_Kante,Ende_Kante),j) = Elemente(j,rem(k+1,3)+1);

A.3.2.4 Kantennormalen

function normalen = normals(Elemente,Koordinaten,Kantennr,Kantenenden,...
els2edge,Vorzeichen)
normalen = zeros(max(max(Kantennr)),3);
for j = 1 : max(max(Kantennr))
if nnz(els2edge([2*j-1,2%j]1)) =
vekl = (Koordlnaten(Kantenenden(J 1),:) -
Koordlnaten(Kantenenden(J 2),:00/...
norm(Koordinaten(Kantenenden(j,1),:) -
Koordinaten(Kantenenden(j,2),:));
vek2 = [0 -1 0;1 0 0;0 0 1] * vekl’;
mpl = sum(Koordinaten(Elemente(els2edge(2%j-1),:),:)/3);
mp2 = sum(Koordinaten(Elemente(els2edge(2%j),:),:)/3);

if Vorzeichen(j,els2edge(2*j-1)) == -1
vek3 = (mpl - mp2)/norm(mp2-mpl);
else
vek3 = (mp2 - mpl)/norm(mp2-mpl);

end
a = vek3 * vek2;
if a <0



normalen(j,:) = -vek2’;
else
normalen(j,:)
end
end
end

vek2’;

A.3.3 Programme zur Erstellung der Zeitschrittmatrizen

A.3.3.1 Matrizen fiir die retardierte Potentialintegralgleichung

function Q = sca_RPIE(Elemente,Koordinaten,areas,delta_T,m_max,h)
Q = {1:m_max+2};

for j = 1 : m_max+2

Q{j} = sparse(size(Elemente,1),size(Elemente,1));
end
for j 1 : size(Elemente,1)

mpl = sum(Koordinaten(Elemente(j,:),:)/3);
for [1:j-1,j+1:size(Elemente,1)]
mp2 sum(Koordinaten(Elemente(k,:),:)/3);
dist = norm(mpl-mp2);
m_loc = floor(dist/delta_T);
eps_loc = dist/delta_T - m_loc;
Q{m_loc+1}(j,k) = (1-eps_loc) * areas(k) / (4xpix*dist);
Q{m_loc+2}(j,k) = eps_loc #* areas(k) / (4*pi*dist);

end
Q{1}(j,j) = sing_int2(Koordinaten(Elemente(j,:),:))/(4*pi);
end

=

In diesem Programm werden die singuldren Integrale mit der folgenden Prozedur behandelt.

function val = sing_int2(Ecken) ;
mp = sum(Ecken)/3;
= norm(mp-Ecken(1,:));
¢ = norm(mp-Ecken(2,:));
= norm(Ecken(1,:)-Ecken(2,:));
a“2;
b"2;
t17°2;
c"2;
t272;
t572;
a*sqrt (- (~2*t1*t2+t4-2%t 1#t5+t7-2%t2+t5+t9) /t1/t2);
1/a;
acos((t1+t2-t5)*t18/b/2);
-pi-acos((-t1-t5+t2)*t18/c/2)+t27;
pi-t27;
-t16*log(1l+cos(t28))/2+t16*1log(sin(t28))/. ..
2+t16%1log(sin(t36))/2-t16+log(cos(t36)+1)/2;
vall = t44;
= norm(mp-Ecken(2,:));
¢ = norm(mp-Ecken(3,:));
b = norgéEcken(2,:)—Ecken(B,:));

t9

t16
t18
t27
t28
t36
t44

tl = a”2;

t2 = b72;

t4 = £t172;

t5 = ¢72;

t7 = t272;

t9 = t572;

t16 = a*sqrt(-(-2*t1*t2+t4-2*%t1*t5+t7-2%t2*t5+t9) /t1/t2) ;
t18 = 1/a;

t27 = acos((t1+t2-t5)*t18/b/2);



t28 = -pi-acos((-t1-t5+t2)*t18/c/2)+t27;
t36 = pi-t27;
t44 = -t16*log(l+cos(t28))/2+t16*log(sin(t28))/...

2+t16+1log(sin(t36))/2-t16x1log(cos(t36)+1)/2;
val2 = t44;

a = norm(mp-Ecken(3,:));
¢ = norm(mp-Ecken(1,:));
b = norm(Ecken(3,:)-Ecken(1,:));
tl = a”2;
t2 = b72;
t4 = £t172;
t5 = ¢72;
t7 = t272;
t9 = t572;
t16 = a*sqrt(—(-2*t1*#t2+t4-2*%t 1k t5+t7-2%t2%t5+t9) /t1/t2) ;
t18 = 1/a;
t27 = acos((t1+t2-t5)*t18/b/2);
t28 = -pi-acos((-t1-t5+t2)*t18/c/2)+t27;
t36 = pi-t27;
t44 = -t16*log(l+cos(t28))/2+t16*log(sin(t28)). ..
/2+t16*1log(sin(t36))/2-t16*log(cos(t36)+1)/2;
val3 = t44;

val = vall + val2 + val3;

A.3.3.2 Matrizen fiir die vektorwertige Integralgleichung

function M = vec_RPIE_sing(Koordinaten,Elemente,Kantennr,edges2els,els2edge,...
Kantenenden,mp_edges,ggue,edge_lengths,Vorzeichen,areas)
M = sparse(3*max(max(Kantennr)) ,max(max(Kantennr)));

for j = 1 : max(max(Kantennr))
if els2edge(2*xj-1) "= 0
for 1 =1

1 : 3
M(3*j-[2,1,0] ,edges2els(els2edge(2*j-1),1)) =
M(3%j-[2,1,0] ,edges2els(els2edge(2xj-1),1)) + ...
edge_lengths(edges2els(els2edge(2%j-1),1))/...
(8#pi*areas(els2edge(2%j-1))) * ...
Vorzeichen(edges2els(els2edge(2+j-1),1) ,els2edge(2%j-1)) * ...
sing_int(Koordinaten(ggue(j,els2edge(2*j-1)),:),...
Koordinaten(Kantenenden(j,1),:),Koordinaten(Kantenenden(j,2),:),...
Koordinaten(ggue(edges2els(els2edge(2*j-1),1) ,els2edge(2*j-1)),:));
engnd
if els2edge(2*j) "= 0
for 1 =1 : 3
M(3%j-[2,1,0] ,edges2els(els2edge(2%j),1)) =
M(3%j-[2,1,0] ,edges2els(els2edge(2%j),1)) + ...
edge_lengths(edges2els(els2edge(2*j),1)) /...
(8#pi*areas(els2edge(2%j))) *...
Vorzeichen(edges2els(els2edge(2%j),1) ,els2edge(2%j)) *
sing_int(Koordinaten(ggue(j,els2edge(2*%j)),:),...
Koordinaten(Kantenenden(j,1),:),Koordinaten(Kantenenden(j,2),:),...
Koordinaten(ggue(edges2els(els2edge(2*j),1) ,els2edge(2%])),:));

end

end

Auch hier erfolgt die Behandlung singuldrer Integrale durch Aufruf einer Unterfunktion.

function val = sing_int(p3,anf_kante,ende_kante,v);
K = 40;
mp = (anf_kante+ende_kante)/2;
if det([1,1,1;anf_kante(1l),ende_kante(1),p3(1);...
anf_kante(2) ,ende_kante(2),p3(2)]) < 0
tmp = anf_kante;
anf_kante = ende_kante;



ende_kante= tmp;

end

x1 = anf_kante - mp;
y1 = ende_kante - mp;
zl = p3 - mp;

wl = v -mp;

[phi,r] = cart2pol(x1(1),x1(2));

A = [-cos(phi),-sin(phi),0;sin(phi),-cos(phi),0;0,0,1];
x2 = Axx1’; y2 = Axyl’; z2 = Axz1’;

a = norm(x2);
% linke Haelfte des Dreiecks behandeln

b = norm(z2);c = norm(x2-z2);
% Integral ueber 1/|z|

templ = -(-2%a”2%c”2+a"4-2%a"2xb"2+c"4-2%c"2*b"2+b"4) /(a"2%c"2) ;
temp2 = acos((a"2+c”~2-b"2)/(2%a*c)) + acos((a”2+b"2-c~2)/(2*a*b));
d3(1) = (log((1/sin(temp2)-1/tan(temp2)))*a*sqrt(templ) -

log((2*axc-a~2-c~2+b"~ 2)/(a*c*sqrt(temp1)))*a*sqrt(templ))/2
% Integral ueber z/|z|
tl = a™2; t2 = c"2; t4 = t172; t5 = b"2; t7 = t272; t9 = t572; t16 = 1/a;
theta_0 = acos((a"2+b"2-c”2)/(2%a*xb));
% theta(l) = acos((a~2+b"2-c~2)/(2*axb))/4;
% theta(2) = 3*acos((a"2+b"2-c"2)/(2*axb))/4;
int_x = zeros(2 1) ;int_y = zeros(2,1);
for i = K
theta(l) = theta_0*((i-1)/K + 1/(2%K));
t23 = sin(acos((t1+t2- t5)*t16/c/2)+theta(i))‘2;
t34 = (=(-2*%t1*t2+t4-2*t1*t5+t7-2%t2%t5+t9) /t2*cos(~pi+theta(i))/t23/8);
int_x(1) = int_x(1) + t34 * theta_0/K;
t34 = (1/t23#sin(-pi+theta(i))/t2*x(-2*t1*t2+t4-2*t1*t5+t7-2%t2*t5+t9)/8);
int_y(1) = int_y(1) + t34 * theta_0/X;
end
% rechte Haelfte des Dreiecks behandeln
b = norm(z2);c = norm(y2-z2);

templ = -(-2%a”2%c”2+a"4-2%a"2*xb"2+c"4-2xc"2*b"2+b"4) /(a"2%c"2) ;
temp2 = acos((a“2+c”2-b"2)/(2%a*c)) + acos((a~2+b~2-c~2)/(2*a*b));
d3(2) = (log((1/sin(temp2)-1/tan(temp2)))*a*sqrt(templ) -

log((2*axc-a~2-c"2+b"~ 2)/(a*c*sqrt(temp1)))*a*sqrt(templ))/2
theta_0 = acos((a~2+b"2-c~2)/(2*a*b));
Y% theta(1) acos((a‘2+b‘2—c‘2)/(2*a*b))/4;
4 theta(2) 3*acos((a"2+b"2-c"2)/(2*axb))/4;
for i =1 K
theta(l) theta_0*((i-1)/K + 1/(2%K));
tl = a™2; t2 = ¢c”2; t4 = t172; t5 = b"2; t7 = t2°2; t9 = t5°2; t15 = 1/a;
t22 = sin(acos(1/c*t15*(t1+t2—t5)/2)+theta(i))‘2;
t33 = (-1/t22*cos(theta(i))/t2* (-2%t2*t1+t4-2%t5*t1+t7-2%t5*t2+t9)/8);
int_x(2) = int_x(2) + t33 * theta_0/K;
t33 = (-1/t22*sin(theta(i))/t2* (-2*%t2*t1+t4-2%t5*t1+t7-2*%t5*t2+t9)/8);
int_y(2) = int_y(2) + t33 * theta_0/X;
end
val = inv(A) * [int_x(1)+int_x(2);int_y(1)+int_y(2);0] - wl’ * (d3(1)+d3(2));

A.3.3.3 Aufstellen der restlichen Matrizen

#include <stdio.h>
#include <matrix.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include "ctype.h"

#include "string.h"

#include "mex.h"
#include "sparse.h"

void initieren(
double Coordinates[], double Elements[],
unsigned long int mC, unsigned long int mE,

double gausspoints[]
)

int i,k;
int e[3];



double x[3], y[3]1, z[3];
for (k=0; k<mE; k++){
for (i=0; i<3; i++){

e[i] = Elements[k+i*mE];

x[i] = Coordinates[e[i]-1];

y[i] = Coordinates[e[i]-1+mC] ;
) z[i] = Coordinates[e[i]-1+2*mC];
gausspoints[(3*k)+0] = ( (4*x[0]) + x[1] + x[2] ) / 6;
gausspoints[(3#k)+0+(3*mE)] = ( (4*y[0]) + y[1] + y[2] ) / 6;
gausspoints[(3*k)+0+(6+mE)] = ( (4*z[0]) + z[1] + z[2] ) / 6;
gausspoints [(3*k)+1] = ( x[0] + (4*x[1]) + x[2] ) / 6;
gausspoints[(3*k)+1+(3*mE)] = ( y[0] + (4*y[1]) + y[2] ) / 6;
gausspoints[(3*k)+1+(6+mE)] = ( z[0] + (4*z[1]) + z[2] ) / 6;
gausspoints [(3*k)+2] = ( x[0] + x[1] + (4*x[2]) ) / 6;
gausspoints[(3#k)+2+(3*mE)] = ( y[0] + y[1] + (4xy[2]) ) / 6;
gausspoints[(3*k)+2+(6*mE)] = ( z[0] + z[1] + (4*z[2]) ) / 6;

}
}
void CellArray(
double Coordinates[], double Elements[],
unsigned long int mC, unsigned long int mE,
unsigned long int mK,
struct DMATRIX** R, double h, double delta_T,
double MAX[], double gausspoints[],
double Kantennr[],
double edge_lengths[], double Vorzeichen[],
double ggue[], double mp_edges[],
double mp_pm[], double edges2els[], double els2edgel]
)

t int m_loc;
long int j,k,p,i,1,index, ggues;
double dist, eps_loc, mpx_1, mpy_1, mpz_1, rho, sep;
int e[3], Gauss[9], I[3], J[3];
double x_k[3], y_k[3], z_k[3], x_1[3], y_1[3]1, z_1[3], wert;
rho = 3 * h;
for (j=0; j<mK; j++){
for (k=0; k<mE; k++){
if (! (k==els2edge[2*j]) & !(k==els2edge[2*j+1])){
for (p=0; p<3; p++){
e[p] = Elements [k+p*mE] ;
x_k[p] = Coordinates[e[p]l-1];
y_k[p] = Coordinates[e[p]-1+mC] ;
z_k[p] = Coordinates[e[p]-1+2*mC] ;
}
mpx_1 = (x_k[0] + x_k[1] + x_k[2])/3;
mpy_1 = (y_k[0] + y_k[1] + y_k[2])/3;
mpz_1 = (z_k[0] + z_k[1] + z_k[2])/3;

sep = sqrt( (mp_edges[j] - mpx_1) * (mp_edges[j] - mpx_1) +
(mp_edges[j+mK] - mpx_1) * (mp_edges[j+mK] - mpx_1) +
(mp_edges[j+2#mK] - mpx_1) * (mp_edges[j+2+mK] - mpx_1));

/* if (sep < rho){ */
for (i=0; i<3; i++){
dist = sqrt( (mp_pm[2*j] - gausspoints[3*k+i]) #
(mp_pm[2#*j] - gausspoints[3*k+i]) +
(mp_pm[2*j+2*mK] - gausspoints[3*k+i+3*mE])
(mp_pm[2*j+2*mK] - gausspoints[3*k+i+3*mE])
(mp_pm[2*j+4*mK] - gausspoints[3*k+i+6*mE])
(mp_pm[2*j+4*mK] - gausspoints[3*k+i+6*mE])
m_loc = (int) ( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
for (1=0; 1<3; 1++){
index = edges2els[k+1*mE];
ues = gguel[index-1+k+*mK] ;
dadd(R[m_loc],6*(j+1)-5,6*index, (1-eps_loc) *

*
+
*
) .

I



Vorzeichen[index-1+k#mK] * edge_lengths[index-1] #
(gausspoints[3*k+i] - Coordinates[ggues-1]) /
(3*8* dist));
dadd(R[m_loc],6*(j+1)-4,6+index, (1-eps_loc) *
Vorzeichen[index-1+k#mK] * edge_lengths[index-1] #
(gausspoints[3*k+i+3*mE] - Coordinates[ggues-1+mC]) /
(3*8* dist));
dadd(R[m_loc],6*(j+1)-3,6+*index, (1-eps_loc) *
Vorzeichen[index-1+k#mK] * edge_lengths[index-1] #
(gausspoints [3*k+i+6*mE] - Coordinates[ggues-1+2*mC]) /
(3*8* dist));
dadd(R[m_loc+1],6*(j+1)-5,6*index,eps_loc *
Vorzeichen[index-1+k*mK] * edge_lengths[index-1] #
(gausspoints[3*k+i] - Coordinates[ggues-1]) /
(3*8* dist));
dadd(R[m_loc+1],6*(j+1)-4,6*index,eps_loc *
Vorzeichen[index-1+k*mK] * edge_lengths[index-1] #
(gausspoints[3*k+i+3*mE] - Coordinates[ggues-1+mC]) /
(3*8* dist));
dadd(R[m_loc+1],6*(j+1)-3,6*index,eps_loc *
Vorzeichen[index-1+k#mK] * edge_lengths[index-1] #
(gausspoints [3*xk+i+6*mE] - Coordinates[ggues-1+2*mC]) /
(3*8* dist));

dist = sqrt( (mp_pm[2*j+1] - gausspoints[3#k+i]) #
(mp_pm[2%j+1] - gausspoints[3%k+i]) +
(mp_pm[2*j+1+2*mK] - gausspoints[3*k+i+3*mE])
(mp_pm[2*j+1+2*mK] - gausspoints[3*k+i+3*mE])
(mp_pm[2*j+1+4*mK] - gausspoints[3*k+i+6*mE])
(mp_pm[2*j+1+4*mK] - gausspoints[3*k+i+6*mE])
m_loc = (int) ( dist / delta_T);
eps_loc = dist / delta_T - m_loc;
for (1=0; 1<3; 1++){
index = edges2els[k+1*mE];
ggues = gguel[index-1+k+*mK] ;
dadd(R[m_loc],6*%(j+1)-2,6*index, (1-eps_loc) *
Vorzeichen[index-1+k#mK] * edge_lengths[index-1] #
(gausspoints[3*k+i] - Coordinates[ggues-1]) /
(3*8* dist));
dadd(R[m_loc],6*(j+1)-1,6+*index, (1-eps_loc) *
Vorzeichen[index-1+k#mK] * edge_lengths[index-1] #
(gausspoints[3*k+i+3*mE] - Coordinates[ggues-1+mC]) /
(3*8* dist));
dadd(R[m_loc],6*(j+1) ,6*index, (1-eps_loc) *
Vorzeichen[index-1+k*mK] * edge_lengths[index-1] #
(gausspoints[3*k+i+6*mE] - Coordinates[ggues-1+2*mC]) /
(3*8* dist));
dadd(R[m_loc+1],6*(j+1)-2,6*index,eps_loc *
Vorzeichen[index-1+k#mK] * edge_lengths[index-1] #
(gausspoints[3*k+i] - Coordinates[ggues-1]) /
(3%8* dist));
dadd(R[m_loc+1],6*(j+1)-1,6*index,eps_loc *
Vorzeichen[index-1+k#mK] * edge_lengths[index-1] #
(gausspoints[3*k+i+3*mE] - Coordinates[ggues-1+mC]) /
(3*8* dist));
dadd(R[m_loc+1],6*(j+1),6*index,eps_loc *
Vorzeichen[index-1+k#mK] * edge_lengths[index-1] #
(gausspoints[3*k+i+6*mE] - Coordinates[ggues-1+2*mC]) /
) (3*8* dist));

3
}

return;

I

*
+
*
)

}



J* —m -
/* ----  gateaway function to matlab ---------————————-—-——————-
J* —mmm -
void mexFunction(
int nlhs, mxArray *plhs[],
int nrhs, const mxArray *prhs[]
)
{
mxArray **xarray_ptr;
struct DMATRIX **Z;
double *Trans_inner;
double *x, *y, *s, *t, *u, *Vorzeichen,

*edge_lengths, *Kantennr, *ggue, *mp_edges,
*mp_pm, *edges2els, *els2edge;
unsigned int long ml,nl,m2,n2,mK;
int k, 1, NoMatrix;
int N;
double h, *jacob, *gausspoints, kappa,*MAX;
/* Check for proper number of arguments */
if (nrhs !'= 13) {
mexErrMsgTxt ("Only five input arguments allowed.");
} else if (nlhs !'= 3) {
mexErrMsgTxt ("Only one output argument allowed.");

}

/* The first input must be a matrix. */

ml = mxGetM(prhs[0]);

nl = mxGetN(prhs[0]);

if (!'mxIsDouble(prhs[0]) || mxIsComplex(prhs[0]) ||
1( n1 ==3)) {

mexErrMsgTxt ("Input must be a n x 3 matrix.");

}

/* The second input must be a matrix. */

m2 = mxGetM(prhs[1]);

n2 = mxGetN(prhs[1]);

if (!'mxIsDouble(prhs[1]) || mxIsComplex(prhs[1]) ||
1( n2 == 3)) {

mexErrMsgTxt ("Input must be a n x 3 matrix bla.");

mK = mxGetN(prhs[6]);
/* The third input must be a scalar. */
if (!'mxIsDouble(prhs[2]) || mxIsComplex(prhs[2]) ||
' ( mxGetM(prhs[2]) * mxGetN(prhs[2]) == 1) ) {
mexErrMsgTxt ("Input must be a scalar.");
}
/* The 4th input must be a scalar. */
if (!'mxIsDouble(prhs[3]) || mxIsComplex(prhs[3]) ||
' ( mxGetM(prhs[3]) * mxGetN(prhs[3]) == 1) ) {
mexErrMsgTxt ("Input must be a scalar.");
}
/* The Bth input must be an integer. */
if (!'mxIsDouble(prhs[4]) || mxIsComplex(prhs[4]) ||
' ( mxGetM(prhs[4]) * mxGetN(prhs[4]) == 1) ) {
mexErrMsgTxt ("Input must be a scalar.");
}

/* Assign pointers to the various parameters */

x = mxGetPr(prhs[0]);
y = mxGetPr(prhs[1]);
s = mxGetPr(prhs[2]);
t = mxGetPr(prhs([3]);

u = mxGetPr(prhs[4]);

Kantennr = mxGetPr(prhs([5]);
edge_lengths = mxGetPr(prhs[6]);
Vorzeichen = mxGetPr(prhs[7]);
ggue = mxGetPr(prhs([8]);
mp_edges = mxGetPr(prhs[9]);
mp_pm = mxGetPr(prhs[10]);



edges2els = mxGetPr(prhs[11]);
els2edge = mxGetPr(prhs[12]);
/* */
plhs[1] = mxCreateDoubleMatrix(3*m2,3,mxREAL);
gausspoints = mxGetPr(plhs[1]);
plhs[2] = mxCreateDoubleMatrix(1,1,mxREAL);
MAX = mxGetPr(plhs[2]);
initieren(x, y, ml, m2, gausspoints);
MAX[0] = (int) (*u);
NoMatrix = ((int) MAX[0])+5;
MAX[0] = O;
/* Create the output CellMatrix and load it into plhs[0]. */
plhs[0] = mxCreateCellMatrix(1,NoMatrix);
z = (struct DMATRIX *#*) mxCalloc(NoMatrix,sizeof(struct DMATRIX*));
for (k=0; k<NoMatrix; k++){
z[k] = mxCalloc(1l,sizeof(struct DMATRIX));
dsparse(z[k],6*mK) ;
}
/* Do the actual computations in a subroutine */
CellArray(x, y, ml, m2, mK, z, *s, *t, MAX, gausspoints, Kantennr,
edge_lengths, Vorzeichen, ggue, mp_edges, mp_pm,
edges2els, els2edge);
array_ptr = (mxArray #**) mxCalloc(l,sizeof (mxArray*));
for (k=0; k<NoMatrix; k++){
dsparse2matlab(z[k],array_ptr);
mxSetCell(plhs[0] ,k,*array_ptr);
¥
mxFree(array_ptr);
mxFree(z);

A.3.4 Verschiedene Modifikationsprozeduren

Die folgenden Prozeduren realisieren die Stabilisierungsmodifikationen.

A.3.4.1 Filtern der Ladung

function filtered_charge = charge_filtering(Elemente,divj,edges2els,els2edge,epsilon)

for j = 1 : size(Elemente,1)

liste = edges2els(j,:);

for i =1 : 3

if els2edge(2x1liste(i)-1) == j & els2edge(2*liste(i)) "= 0
el(i) = els2edge(2#liste(i));

elseif els2edge(2*liste(i)-1) "= j & els2edge(2+liste(i)) == j
el(i) = els2edge(2#liste(i)-1);

else
el(i) = j;

end

d
Filtered_charge(j) = divj(j)/2 + (divi(el(1)) + divj(el(2)) + divj(el(3)))/6;

end
filtered_charge = epsilon * filtered_charge + (1 - epsilon) * divj’;

A.3.4.2 Filtern des Stroms

function Jf = current_filtering(J,Elemente,Koordinaten,Kantennr,...
els2edge,edge_lengths,Vorzeichen,edges2els,areas,ggue,normalen)



Jf = zeros(size(J));
for j = 1 : max(max(Kantennr))
if nnz(els2edge([2xj-1,2%j])) ==
mpl = sum(Koordinaten(Elemente(els2edge(2%j-1),:),:)/3);
listel = edges2els(els2edge(2*j-1),:);
mp2 = sum(Koordinaten(Elemente(els2edge(2%j),:),:)/3);
liste2 = edges2els(els2edge(2%j),:);
vall = J(listel1(1)) * Vorzeichen(listel(1),els2edge(2*j-1))
edge_lengths(listel(1)) /(2*areas(els2edge(2*j-1)))
(mp1-Koordinaten(ggue(listel(1),els2edge(2*j=1)),:))
J(liste1(2)) * Vorzeichen(listel(2),els2edge(2xj-1))
edge_lengths(listel(2)) /(2*areas(els2edge(2*j-1)))
(mp1-Koordinaten(ggue(listel(2),els2edge(2%j-1)),:))
J(liste1(3)) * Vorzeichen(listel(3),els2edge(2%j-1))
edge_lengths(liste1(3)) /(2*areas(els2edge(2*3 DN
2));
) *

* ¥ 4+ ¥ ¥ + * ¥

(mp1-Koordinaten(ggue(listel(3),els2edge(2%j-1)),

val2 = J(1liste2(1)) # Vorzeichen(liste2(1), els2edge(2*3) .
edge_lengths(liste2(1)) /(2*areas(els2edge(2*3))) LI
(mp2-Koordinaten(ggue(liste2(1),els2edge(2*j)),:)) +
J(liste2(2)) * Vorzeichen(liste2(2),els2edge(2xj)) #
edge_lengths(liste2(2)) /(2*areas(els2edge(2*j))) *
(mp2-Koordinaten(ggue(liste2(2),els2edge(2*j)),:)) +
J(liste2(3)) * Vorzeichen(liste2(3),els2edge(2xj)) *
edge_lengths(liste2(3)) /(2*areas(els2edge(2*j))) *
(mp2-Koordinaten(ggue(liste2(3),els2edge(2%j)), )),

normale_auf_Kante = (mp2-mp1l)’/norm(mpl-mp2);

Jf(j) = (vall + val2) * normalen(j,:)’ /2;

end
end

A.3.5 Die rechte Seite

In der Funktion E.m ist der Gaufische Puls als Funktion definiert.

function y = E(x,t);
val = zeros(size(x,1),3);

val(:,1) = zeros(size(x,1),1);

val(:,2) = exp(-(t-3.4)"2) * ones(size(x,1),1);
val(:,3) = zeros(size(x,1),1);

y = val;

A.3.6 Routinen zur grafischen Darstellung der Lésung

A.3.6.1 Ausgabe des Stroms nahe des Mittelpunktes

Die folgende Funktion gibt die y—-Komponente des Stroms nahe des Mittelpunktes des Einheitsqua-

drats als Funktion der Zeit aus.

function ausgabe(J,Elemente,Koordinaten,Vorzeichen,ggue,edge_lengths,...
edges2els,N,delta_T,areas,x,y)

% Ausgabe der y-Komponente nahe des Mittelpunktes der Platte

for j = 1 : size(Elemente,1)



mps(j) = norm(sum(Koordinaten(Elemente(j,:),:)/3)-[x,y,0]1);

end
indl = find(mps == min(mps));
ind = ind1(1);
mp = sum(Koordinaten(Elemente(ind,:),:)/3);
liste = edges2els(ind,:);
koeff(1) = Vorzeichen(liste(1),ind) * ...
(mp(2)-Koordinaten(ggue(liste(1),ind),2))*edge_lengths(liste(1));
koeff(2) = Vorzeichen(liste(2),ind) * ..
(mp(2) Koordlnaten(ggue(llste(2) ind) ,2))*edge_lengths(liste(2));
koeff(3) = Vorzeichen(liste(3),ind) * .
(mp(2) Koordlnaten(ggue(llste(B) ind) ,2))*edge_lengths(liste(3));

forn=1
lsg_nahe mp(n) koeff * J(liste,n) /(2*areas(ind));

nd
plot([1:N]*delta_T,lsg_nahe_mp([1:N]))

A.3.6.2 Ausgabe des Vektorfeldes

Die folgende Routine ermdglicht die grafische Darstellung des Stroms als Vektorfeld zu einem be-
stimmten Zeitpunkte nAt.
function ausgabe2(J,rho,E1emente,Koordinaten,n,Vorzeichen,elsQedge,areas,...

ggue,edge_lengths,edges2els)
% Oberflaeche plotten

X = reshape(Koordinaten(Elemente’,1),size(Elemente,2),size(Elemente,1));
Y = reshape(Koordinaten(Elemente’,2),size(Elemente,2),size(Elemente,1));
Z = reshape(Koordinaten(Elemente’,3),size(Elemente,2),size(Elemente,1));

£fil13(X,Y,Z,rho(:,n)’);
hold on
for j = 1 : size(Elemente,1)

liste = edges2els(j,:);

mp = sum(Koordinaten(Elemente(j,:),:)/3);

val = J(liste(1),n) * Vorzeichen(liste(1),j) * edge_lengths(liste(1)) /...
(2*areas(j)) * (mp-Koordinaten(ggue(liste(1),j),:)) + ...
J(liste(2),n) * Vorzeichen(liste(2),j) * edge_lengths(liste(2)) /...
(2*areas(j)) * (mp-Koordinaten(ggue(liste(2),j),:)) + ...
J(liste(3),n) * Vorzeichen(liste(3),j) * edge_lengths(liste(3)) /...

(2%areas(j)) * (mp-Koordinaten(ggue(liste(3),j),:));
quiver3(mp(1) ,mp(2) ,mp(3),val(l),val(2),val(3),1/10 );

end
view(90,90)
colorbar



Anhang B

Die Verwendung der Bibliothek sparse.h erlaubt die Verwendung von spérlich besetzten Matri-
zen unter C. Dieses Matrizenformat verringert den Speicherbedarf des obigen Programms um ein
Vielfaches. Die Deklaration einer ’sparse’~Matrix erfolgt mit STRUCT DMatrix und die Initialisie-
rung mit dsparse. Die Funktion dadd erlaubt die Manipulation der Matrixeintrige (vergl. obige

Programmcodes).

/* sparse.h, Bibliothek zur Definition und Bearbeitung von spaerlich besetzten
Matrizen unter C */
#define MAX(i,j) (((1)<=(§))?(j):(i))
#define MIN(i,j) (((1)<=(j))7(1):(3))
struct IJPTR {
unsigned int iptr;
int value;
struct IJPTR *next;

struct IMATRIX {
struct IJPTR **jptr;

unsigned int dimension;
s
struct DJPTR {
unsigned int iptr;
double value;
struct DJPTR *next;

struct DMATRIX {
struct DJPTR **jptr;

unsigned int dimension;
s
void dsparse(struct DMATRIX *A, unsigned int dimension){
struct DJPTR **jptr;
if( (unsigned long int) dimension < 1
|| (unsigned long int) dimension > 65535 ) {
fprintf(stderr,"Dimension zu gross gewaehlt!\n");
exit(1);
} else {
y A->dimension = dimension;
jptr = mxCalloc(dimension,sizeof (*jptr));
if (jptr!'= NULL){
memset (jptr,NULL,dimension);
A->jptr = jptr;

} else {
fprintf(stderr,'<dsparse> Nicht genug Speicher vorhanden!\n");
exit(1);
}
}
J* —mm e - */

void dadd(struct DMATRIX *A, unsigned int i, unsigned int j, double x){
struct DJPTR #*iptr;
struct DJPTR *ptr;
struct DJPTR *optr;
if (MAX(i,j) > A->dimension || MIN(i,j) < 1){
fprintf(stderr,'<dadd> Index nicht zulaessig!\n");
exit(1);
} else {
if (A->jptr[j-1] == NULL){



iptr = mxCalloc(1l,sizeof (*iptr));
if (iptr != NULL){

iptr->value = x;
iptr->next = NULL;
iptr->iptr = i;
} else {
fprintf(stderr,'<dadd> Nicht genug Speicher vorhanden'\n");
exit(1);

+
A->jptrl[j-1] = iptr;
} else {
ptr = A->jptrlj-1]1;
if (ptr->iptr > i) {
iptr = mxCalloc(1l,sizeof (*iptr));
if (iptr !'= NULL){
iptr->value ;
iptr->next
iptr->iptr
} else {
fprintf(stderr,'<dadd> Nicht genug Speicher vorhanden!\n");
exit(1);

X3
A->jptrlj-1l;
15

+
A->jptrl[j-1] = iptr;
return;

optr = NULL;
while (ptr->next != NULL){
if (ptr->iptr < i && ptr->next->iptr > i) {
iptr = mxCalloc(1l,sizeof (*iptr));
if (iptr !'= NULL){

iptr->value = x;
iptr->iptr = i;
iptr->next = ptr->next;
ptr->next = iptr;
return;
} else {
fprintf(stderr,'<dadd> Nicht genug Speicher vorhanden!\n");
exit(1);

}

} else if (ptr->iptr ==1i) {
ptr->value+=x;
return;

optr = ptr;
ptr = ptr->next;
b
if (ptr->iptr == i) {
ptr->value+=x;
return;

}
iptr = mxCalloc(1l,sizeof (*iptr));
if (iptr != NULL){

iptr->value = x;
iptr->next = NULL;
iptr->iptr = i;
} else {
fprintf(stderr,'<dadd> Nicht genug Speicher vorhanden'\n");
exit(1);
ptr->next = iptr;
}
}
X
J* —mmm - */

void dadd_2(struct DMATRIX *A, unsigned int i, unsigned int j, double x){
struct DJPTR #*iptr;
struct DJPTR *ptr;
if (MAX(i,j) > A->dimension || MIN(i,j) < 1){



fprintf(stderr,'<dadd> Index nicht zulaessig!\n");
exit(1);
} else {
if (A->jptr[j-1] == NULL){
iptr = mxCalloc(1l,sizeof (*iptr));
if (iptr != NULL){

iptr->value = x;
iptr->next = NULL;
iptr->iptr = i;
} else {
fprintf(stderr,'<dadd> Nicht genug Speicher vorhanden'\n");
exit(1);

}
A->jptrl[j-1] = iptr;
¥ else {
ptr = A->jptr[j-1]1;
while (ptr->next != NULL){
if (ptr->iptr ==1i) {

ptr->value+=x;
return;

}
ptr = ptr->next;

iptr = mxCalloc(1l,sizeof (*iptr));
if (iptr != NULL){

iptr->value = x;
iptr->next = NULL;
iptr->iptr = i;
} else {
fprintf(stderr,'<dadd> Nicht genug Speicher vorhanden'!\n");
exit(1);
ptr->next = iptr;
3
X
X
J* e e */

void dadd_1(struct DMATRIX *A, unsigned int i, unsigned int j, double x){
struct DJPTR #*iptr;
struct DJPTR *ptr;
if (MAX(i,j) > A->dimension || MIN(i,j) < 1){
fprintf(stderr,'<dadd> Index nicht zulaessig!\n");
exit(1);
} else {
iptr = mxCalloc(1l,sizeof (*iptr));
if (iptr != NULL){

iptr->value = x;
iptr->next = NULL;
iptr->iptr = i;
¥ else {
fprintf(stderr,'<dadd> Nicht genug Speicher vorhanden!\n");
exit(1);

}
if (A->jptr[j-1] == NULL){
A->jptrl[j-1] = iptr;
} else {
ptr = A->jptr[j-1]1;
while (ptr->next != NULL) ptr = ptr->next;
ptr->next = iptr;

}

J* —mmm - */
int dlist(struct DMATRIX *A, unsigned int j)

struct DJPTR *ptr;
int cnt;
ptr = A->jptr[j-1]1;



cnt = 0;

while (ptr!= NULL){
printf (" (%1i,%1i) = Af\n",ptr->iptr,j,ptr->value);
ptr = ptr->next;
cnt++;

}

return cnt;

}
JF —m - */

int dcmp(const void #*va, const void *vb)

struct DJPTR **a;
struct DJPTR *xb;
int tmp;

a = (struct DJPTR #*x*) va;
b = (struct DJPTR **) vb;
if ( (*(*a)).iptr > (*(*b)).iptr){
return 1;
} else if ( (*(*a)).iptr < (*(*b)).iptr) {
return -1;
} else {
return O;
}
J* —m - */
void dsort(struct DMATRIX *A, unsigned int j)
{

struct DJPTR *ptr;

unsigned int nnz;

unsigned int cnt;

struct DJPTR **pstore;

/* printf("-- dsort --- in\n");*/

/* printf(" - step 0 -\n");*/

/* zaehle Eintraege fuer j-te Spalte */
if (A->jptr[j-1]== NULL) return;

ptr = A->jptr[j-1]1;

nnz = 0;
while (ptr!= NULL){
nnz++ ;
ptr = ptr->next;
X

/* printf(" - step 1 -\n"); */

pstore = mxCalloc(nnz,sizeof (¥pstore));

if (pstore == NULL){
fprintf(stderr,'<dsort> Nicht genug Speicher vorhanden!\n");
exit(1);

/* printf(" - step 2 -\n"); */
ptr = A->jptr[j-1]1;
cnt=0;
while (ptr!= NULL){
pstorelcnt] = ptr;
ptr = ptr->next;
cnt++;
}
/* printf(" - step 3 -\n"); */
gsort(pstore,nnz,sizeof (*pstore) ,dcmp);
/* printf(" - step 4 - nnz = %i\n",nnz); */
A->jptr[j-1] = pstorel[0];
ptr = pstorel[0];
for (cnt=1;cnt<nnz;cnt++){
if ( ptr->iptr == pstorelcnt]->iptr){
ptr->value += pstorelcnt]->value;
mxFree(pstorelcnt]);
} else {
ptr->next = pstorel[cnt];
ptr=ptr->next;



¥

ptr->next = NULL;

/* printf(" - step 5 -\n"); */
mxFree(pstore) ;

/* printf("-- dsort --- out\n"); */
cnt=0;
ptr = A->jptr[j-11;
while (ptr!= NULL){
pstorelecnt] = ptr;
ptr = ptr->next;
cnt++;

/* printf(" - step 6 - nnz = %i\n",cnt); */
X
J* mmm - */
dsparse2matlab(struct DMATRIX *A, mxArray **array_ptr)

unsigned int i, j, cnt , nnz;

int i1, i2;

double *start_of_pr;

int *start_of_ir, *start_of_jc;
struct DJPTR *ptr, *optr;

/* printf(" - step 1 -\n"); */
nnz = 0;

for (j=0; j < A->dimension;j++){

/*

i1=dlist(A,j+1);
printf (" %i\n",i1);
*/

dsort(A,j+1);

/*

i2=dlist(A,j+1);

printf (" %i\n",i2);

*/

/* if ( MAX(i1-i2,i2-i1) > 0 ) exit(1); =*/
ptr = A->jptr[jl;

while (ptr!= NULL){

nnz++
ptr = ptr->next;

}
/* printf(" - step 2 -\n"); */
*array_ptr = mxCreateSparse(A->dimension,A->dimension,nnz,mxREAL) ;
mxSetName (*array_ptr, "Sparrow") ;
start_of_pr = (double *) mxGetPr(*array_ptr);
start_of_ir = (int *) mxGetIr(*array_ptr);
start_of_jc = (int *) mxGetJc(*array_ptr);
/* printf(" - step 3 -\n"); */
for (j=0,cnt=0; j < A->dimension; j++){
start_of_jc[j] = cnt;
ptr = A->jptr[jl;
while (ptr!= NULL){
start_of_pr[cnt]
start_of_ir[cnt]
optr = ptr;
ptr = ptr->next;
/* mxFree(optr); */
cnt++;

ptr->value;
ptr->iptr-1;

}

start_of_jc[A->dimension]=cnt;
/* printf(" - step 4 -\n"); */
mxFree (A->jptr);
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