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Räume stetiger Funktionen

Aufgabe 5 (4 Punkte). Der Satz von Arzelà-Ascoli
Es sei Ω ⊂ Rd offen und beschränkt und fn eine Folge im Banachraum C(Ω) der stetigen
Funktionen von Ω nach R. Nehmen Sie an, dass die Folge folgende Eigenschaften hat:

(1) Sie ist gleichmäßig beschränkt, d.h. für jedes x ∈ Ω gibt es Lx > 0, sodass |fn(x)| ≤ Lx
für alle n ∈ N und

(2) sie ist gleichgradig stetig, d.h. für jedes ε > 0 existiert ein δ > 0 sodass

d(x, y) < δ ⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε

für alle n ∈ N.

Zeigen Sie, dass fn eine konvergente Teilfolge hat. Anleitung:

(a) Zeigen Sie: Es existiert L > 0 sodass |fn(x)| ≤ L für alle x ∈ Ω, n ∈ N.
(b) Wählen Sie eine abzählbare dichte Menge D = {x1, x2, . . . } in Ω. Zeigen Sie, dass es

eine Teilfolge von fn und αk ∈ R gibt, sodass fn(xk) → αk für alle k ∈ N konvergiert.
Tipp: Diagonalfolge.

(c) Zeigen Sie, dass die Funktion f̃ : D → R, f̃(xk) = αk eine eindeutige stetige Fortsetzung
f auf Ω hat.

(d) Zeigen Sie, dass die Teilfolge, die Sie ausgewählt haben, auf Ω gleichmäßig gegen f
konvergiert.

Aufgabe 6 (4 + 2* Punkte). Hölder-Räume
Es seien Ω ⊂ Rd offen und beschränkt, α ∈ (0, 1]. Wir definieren den Raum

C0,α(Ω) =

{
f ∈ C(Ω) : sup

x 6=y∈Ω

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

<∞

}
.

(a) Sei I = [−1, 1], α ∈ (0, 1] und

fα(x) =

{
xα x > 0

0 x ≤ 0
, gα(x) =

{
xα log(x) x > 0

0 x ≤ 0
.

Zeigen Sie: fα liegt in C0,β(I) genau dann, wenn β ≤ α. gα liegt in C0,β(I) genau dann,
wenn β < α. Hinweis: L’Hospital.

(b) Zeigen Sie, dass die Räume C0,α(Ω) Banachräume sind mit der Norm

|f |0,α := |f |+ [f ]α := sup
x∈Ω

|f(x)|+ sup
x 6=y∈Ω

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

.

(c) Sei fn eine Funktionenfolge, sodass |fn|0,β beschränkt ist für 0 < α < β ≤ 1. Zeigen Sie,

dass f ∈ C0,β existiert, sodass fn → f bezüglich der C0,α-Norm. Tipp: Betrachten Sie
zunächst nur gleichmäßige Konvergenz und benutzen Sie Aufgabe 5.

(d*) Es sei Ω offen, beschränkt und konvex (d.h. λx + (1 − λ)y ∈ Ω für alle λ ∈ (0, 1) und
x, y ∈ Ω). Zeigen Sie, dass C1(Ω) ⊂ C0,1(Ω) und

|f |0,1 ≤ |f |+ |∇f | ∀ f ∈ C1(Ω).
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Aufgabe 7 (4 Punkte). Separabilität

(a) Sei Ω in Rn offen und beschränkt. Zeigen Sie: C(Ω) ist separabel.
(b) Zeigen oder widerlegen Sie: C0,α(Ω) ist separabel.

Tipp: Stone-Weierstrass.

Aufgabe 8 (4 + 2* Punkte). Affine Hyperebenen

Es sei X ein Banachraum über R, f : X → R linear, α ∈ R. Eine affine Hyperebene ist eine
Menge der Form H = {x ∈ X : f(x) = α}. Zeigen Sie:

(i) Die Hyperebene H ist genau dann abgeschlossen, wenn f stetig ist.
(ii*) Eine Hyperebene H ist immer entweder abgeschlossen oder dicht in X.

Tipp: Zeigen Sie, dass auch die Hyperebenen {f = β} für alle β ∈ R abgeschlossen sind. Für
die Stetigkeit von f reicht es aus zu zeigen, dass die Urbilder von Intervallen offen sind, da
diese eine Basis der Topologie auf R bilden.
Für den zweiten Teil hilft es zu zeigen, dass es anderenfalls v1 ∈ H und v2 ∈ X \H gibt, sodass
f(v1) = f(v2) = 1 ist.

Aufgabe 9 (7* Punkte). Eine nicht-normierbare Metrik
Sei I = (−1, 1) und

X = C∞0 (I) = {u ∈ C∞(R) | u ≡ 0 außerhalb von I}.
Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung

d : X ×X →∞, d(f, g) =

∞∑
k=0

2−k
| f (k) − g(k)|

1 + | f (k) − g(k)|

ist eine Metrik. Hier ist | · | die Supremumsnorm und f (k) die k-te Ableitung von f .
(b) Die Vektoraddition und Skalarmultiplikation sind stetig bezüglich der Metrik d.
(c) fn → 0 in (X, d) genau dann wenn alle Ableitungen von fn gleichmäßig gegen 0 kon-

vergieren.
(d) Wenn eine Menge U ⊂ X offen ist bezüglich d, dann existieren für jedes f ∈ U Para-

meter m ∈ N und ε > 0, sodass für g ∈ X gilt:

|f − g|m :=

m∑
k=0

|f (k) − g(k)| < ε ⇒ g ∈ U.

(e) Wenn eine Norm || · || auf X die gleiche Konvergenz wie d induziert, so gibt es C > 0
und m ∈ N, sodass

||f || ≤ C |f |m ∀ f ∈ X.
(f) Folgern Sie, dass es keine solche Norm gibt. Tipp: Betrachten Sie Funktionen vom Typ

λα f(x/λβ) für geeignete α, β > 0.
(g) Mit der gegebenen Metrik ist C∞0 (I) der Abschluss von C∞c (I), des Unterraums der

Funktionen mit kompaktem Träger in I:

C∞c (I) = {f ∈ C∞(R) | ∃ − 1 < a < b < 1 sodass f ≡ 0 außerhalb von [a, b]} .


