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Rdume stetiger Funktionen

Aufgabe 5 (4 Punkte). Der Satz von Arzela-Ascoli
Es sei Q C R? offen und beschréinkt und f,, eine Folge im Banachraum C(Q) der stetigen
Funktionen von € nach R. Nehmen Sie an, dass die Folge folgende Eigenschaften hat:
(1) Sie ist gleichm#Big beschrénkt, d.h. fiir jedes x € Q gibt es L, > 0, sodass | f,(z)] < L,
fiir alle n € N und
(2) sie ist gleichgradig stetig, d.h. fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0 sodass

dz,y) <d = |ful®) = fuly)| <e
fiir alle n € N.
Zeigen Sie, dass f, eine konvergente Teilfolge hat. Anleitung:

(a) Zeigen Sie: Es existiert L > 0 sodass |f,(z)] < L fiir alle z € Q, n € N.

(b) Wihlen Sie eine abziihlbare dichte Menge D = {z1,xs,...} in Q. Zeigen Sie, dass es
eine Teilfolge von f, und o € R gibt, sodass f,(xx) — oy fiir alle & € N konvergiert.
Tipp: Diagonalfolge.

(¢) Zeigen Sie, dass die Funktion f : D — R, f(z}) = ay, eine eindeutige stetige Fortsetzung
f auf Q hat.

(d) Zeigen Sie, dass die Teilfolge, die Sie ausgewihlt haben, auf Q gleichmiBig gegen f
konvergiert.

Aufgabe 6 (4 + 2* Punkte). Hélder-Rdiume
Es seien Q C R? offen und beschriinkt, a € (0, 1]. Wir definieren den Raum

o) = {f cC(Q) : sup —]f(:r) —fW)l < oo} )

TAYeQ |l’ - y|a
(a) Sei [ =[-1,1], @ € (0,1] und

Jele) = {xa oy go(z) = {900‘ log(z) x>0

0 z<0’ 0 <0’

Zeigen Sie: f, liegt in C%3(I) genau dann, wenn 8 < a. gq liegt in C%?(I) genau dann,
wenn 3 < «. Hinweis: I’Hospital.
(b) Zeigen Sie, dass die Riume C%®(Q2) Banachriume sind mit der Norm

Flo = 1f1+ [fla i= sup | f(a)| + sup LD =IW
€N rHYEN |$ - y‘

(c) Sei f, eine Funktionenfolge, sodass |fy|o s beschrénkt ist fiir 0 < oo < 8 < 1. Zeigen Sie,
dass f € C%P existiert, sodass f, — f beziiglich der C%*-Norm. Tipp: Betrachten Sie
zundchst nur gleichméfige Konvergenz und benutzen Sie Aufgabe

(d*) Es sei Q offen, beschriankt und konvex (d.h. Ax + (1 — A)y € Q fiir alle A € (0,1) und
z,y € Q). Zeigen Sie, dass C1(Q) c C%1(Q) und

[flox < [fI+IVF ¥ fel (@)




Aufgabe 7 (4 Punkte). Separabilitit

(a) Sei  in R™ offen und beschrénkt. Zeigen Sie: C'(€2) ist separabel.
(b) Zeigen oder widerlegen Sie: C%(Q) ist separabel.

Tipp: Stone-Weierstrass.

Aufgabe 8 (4 + 2* Punkte). Affine Hyperebenen
Es sei X ein Banachraum iiber R, f : X — R linear, a € R. Eine affine Hyperebene ist eine
Menge der Form H = {x € X : f(x) = a}. Zeigen Sie:
(i) Die Hyperebene H ist genau dann abgeschlossen, wenn f stetig ist.

(ii*) Eine Hyperebene H ist immer entweder abgeschlossen oder dicht in X.
Tipp: Zeigen Sie, dass auch die Hyperebenen {f = (3} fiir alle 5 € R abgeschlossen sind. Fiir
die Stetigkeit von f reicht es aus zu zeigen, dass die Urbilder von Intervallen offen sind, da
diese eine Basis der Topologie auf R bilden.
Fiir den zweiten Teil hilft es zu zeigen, dass es anderenfalls v; € H und vy € X \ H gibt, sodass

f(v1) = f(vg) =1 ist.

Aufgabe 9 (7* Punkte). Fine nicht-normierbare Metrik
Sei I = (—1,1) und

X =C5() ={ue C®R)|u=0 auBerhalb von I}.

Zeigen Sie:
(a) Die Abbildung
LB —g®)
d: X xX —»oo, d(f,g)=)_ 2" - 2
= L+[fW =g
ist eine Metrik. Hier ist | - | die Supremumsnorm und f*) die k-te Ableitung von f.

(b) Die Vektoraddition und Skalarmultiplikation sind stetig beziiglich der Metrik d.

(¢) fn — 01in (X,d) genau dann wenn alle Ableitungen von f,, gleichméBig gegen 0 kon-
vergieren.

(d) Wenn eine Menge U C X offen ist beziiglich d, dann existieren fiir jedes f € U Para-
meter m € N und € > 0, sodass fiir g € X gilt:

1f = glm =Y _[fP—g¥|<e = geU
k=0

(e) Wenn eine Norm || - || auf X die gleiche Konvergenz wie d induziert, so gibt es C' > 0
und m € N, sodass
Ifl<Clflm VYV feX.
(f) Folgern Sie, dass es keine solche Norm gibt. Tipp: Betrachten Sie Funktionen vom Typ
XY f(x/MP) fiir geeignete a, B > 0.
(g) Mit der gegebenen Metrik ist C§°(I) der Abschluss von C2°(I), des Unterraums der
Funktionen mit kompaktem Tréger in I:

CX(I)={feC®R)|3 —1<a<b<1 sodass f =0 aulerhalb von [a,b]} .



