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Lp-Räume, die zweite

Aufgabe 15 (4 Punkte). Ein Kriterium für L∞-Funktionen
Es sei (Ω,M, µ) ein endlicher Maßraum und f : Ω → R eine messbare Funktion. Zeigen Sie,
dass f ∈ L∞(µ) genau dann, wenn f ∈ Lp(µ) für alle 1 ≤ p <∞ und supp>1 ||f ||p <∞. Zeigen
Sie weiterhin, dass dann

||f ||∞ = lim
p→∞

||f ||p.

Aufgabe 16 (4 Punkte). Eine erweiterte Hölder-Ungleichung

Es seien (Ω,M, µ) ein Maßraum, 1 ≤ p, pi ≤ ∞ sodass
∑k

i=1
1
pi

= 1
p ≤ 1 und fi ∈ Lpi(µ)

Funktionen, 1 ≤ i ≤ k. Setzen Sie

f :=

k∏
i=1

fi

punktweise und zeigen Sie, dass f ∈ Lp(µ) und dass

||f ||p ≤
k∏
i=1

||fi||pi .

Bemerkung: Sie dürfen als bekannt voraussetzen, dass Produkte messbarer Funktionen messbar
sind.

Aufgabe 17 (4 Punkte). Eine Interpolationsungleichung
Es sei (Ω,M, µ) ein Maßraum. Nehmen Sie an, dass 1 ≤ p < q < r ≤ ∞ und dass f ∈
Lp(µ) ∩ Lr(µ). Wählen Sie α ∈ (0, 1) sodass

1

q
=
α

p
+

1− α
r

und zeigen Sie dass f ∈ Lq(µ) und

||f ||q ≤ ||f ||αp ||f ||1−αr .

Aufgabe 18 (4 Punkte). Lp für endliche, atomare unendliche und Lebesgue-Maße
Es sei 1 ≤ p < q ≤ ∞.

(a) Es sei (Ω,M, µ) ein endlicher Maßraum. Zeigen Sie, dass für f ∈ Lq(µ) auch gilt, dass

f ∈ Lp(µ), ∃ cp,q,µ > 0 sodass ||f ||p ≤ cp,q,µ ||f ||q.
Finden Sie cp,q,µ.

(b) Es sei (Ω,M, µ) = (N, 2N, µN) wobei µN({n}) = 1 für alle n ∈ N ist (also Lp(µN) = lp).
Zeigen Sie, dass umgekehrt

f ∈ Lp(µN) ⇒ f ∈ Lq(µN),

dass es aber keine Konstante c > 0 gibt sodass ||f ||q ≤ c ||f ||p gilt.
(c) Es sei (Ω,M, µ) = ((0,∞),B,L1) die reelle Halbgerade mit dem Lebesgue-Maß. Finden

Sie messbare Funktionen f, g auf Ω sodass

(i) f ∈ Lp(µ), f /∈ Lq(µ), (ii) g /∈ Lp(µ), g ∈ Lq(µ).
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