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Die schwache Topologie, Teil II

Aufgabe 37 (4 Punkte). Schwache Konvergenz in den reflexiven `p

Sei 1 < p < ∞, (x(n))n∈N Folge in `p(K), also x(n) = (x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . .). Sei y = (yi)i∈N ∈ `p(K).

Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

(i) x(n) ⇀ y (n→∞).

(ii) (x(n))n∈N in `p(K) beschränkt und für alle i ∈ N gilt: x
(n)
i → yi (n→∞).

Aufgabe 38 (4 Punkte). Ein nützliches Lemma

Zeigen Sie das folgende Lemma:

Sei X ein Vektorraum über den reellen Zahlen und seien ϕ und (ϕj)
n
j=1 Linearformen auf X,

sodass gilt
[ϕi(x) = 0 ∀i = 1, 2, ..., n] =⇒ [ϕ(x) = 0]

Dann existieren λ1, λ2, ..., λn ∈ R, so dass ϕ =
∑n

i=1 λiϕi. Tipp: Betrachten Sie die Funktion
F (x) = (ϕ(x), ϕ1(x), ..., ϕn(x)) und trennen Sie einen Punkt vom Wertebereich ab.

Aufgabe 39 (4 Punkte). Die schwach∗ Topologie

Es sei X ein nicht-reflexiver Banachraum. Konstruieren Sie eine Hyperebene H in X ′, die
stark und schwach, aber nicht schwach∗ abgeschlossen ist. Können Sie auch eine Hyperebene
konstruieren, die stark, aber nicht schwach abgeschlossen ist?

Hinweis: Erinnern Sie sich an die Definition einer Hyperebene aus Aufgabe 8. Verwenden Sie ein
Funktional f ∈ X ′′ \ J(X) und zeigen Sie, dass das Komplement von {f = 0} nicht schwach∗
offen ist. Benutzen Sie die übliche Basis der schwach∗ Topologie.

Aufgabe 40 (4 Punkte). Ein Satz von Helly

Zeigen Sie den folgenden Satz: Sei X ein Banachraum, f1, ..., fn ∈ X ′, α1, ..., αn ∈ K. Dann
sind äquivalent:

(i) ∀ε > 0 : ∃xε ∈ X, ‖xε‖ ≤ 1 :
|fi (xε)− αi| < ε.

(ii) |
∑n

i=1 βiαi| ≤ ‖
∑n

i=1 βifi‖X′ ∀β1, ..., βn ∈ K.
Tipp: Für (i)⇒(ii) folgern Sie, dass |

∑n
i=1 βifi (xi)−

∑n
i=1 βiαi| < Sε ∀ε > 0 (für ein geeignetes

S ∈ R)und schätzen dadurch die linke Seite in (ii) ab. Für (ii)⇒(i) behandeln Sie zunächst den

reellen Fall. Sie bemerken, dass die Aussage nichts anderes ist als (αj)
n
j=1 ∈ ϕ(B1(0)) für

ϕ : X → Rn, ϕ(x) = (fj(x))nj=1 und führen einen indirekten Beweis in dem Sie α und ϕ(B1(0))

strikt trennen. Im komplexen nutzen Sie wie üblich die Isometrie zwischen R2n und Cn.
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