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Eine der folgenden vier Aufgaben wird in der Klausur verwendet werden.

Aufgabe 1. Nicht-reflerive LP-Rdume
Es sei i das Lebesguemafl auf R”™.

(a) Zeigen Sie, dass L' (u) kein reflexiver Banachraum ist, indem Sie eine Folge f,, € B1(0) C
L*(p) finden, die keine schwach konvergente Teilfolge besitzt. Erkliren Sie, warum dies
ausreicht.

(b) Zeigen Sie, dass L'(u) kein reflexiver Banachraum ist, indem Sie ein Funktional & €
(L) \ J(L') konstruieren. Hinweis: Zeigen Sie, dass

5:CR)NLR™) SR,  6(f) = £(0)
nicht in der Form 6(f) = [g. f gda fiir g € L' (1) geschrieben werden kann und benutzen
Sie den Satz von Hahn-Banach.
(c) Folgern Sie, dass L*(u) kein reflexiver Banachraum ist.

Aufgabe 2. LP-Rdiume und Konvexitdt im Zielraum
Essei ACR, 1< p<oound

LP((0,1),A) :={f € LP(0,1) | f(z) € A fiir fast alle z € (0,1)}.
Zeigen Sie, dass die folgenden beiden Aussagen dquivalent sind:
(1) LP((0,1), A) ist schwach abgeschlossen in LP(0,1).
(2) A ist ein abgeschlossenes Intervall.
Hinweis: Sie konnen ohne Beweis verwenden, dass fiir f € L>(R) mit f(z + 1) = f(z) fur alle

x € R gilt

in LP(0,1) fiir alle 1 < p < oo, wobei f(z) := f nx) ist.

Aufgabe 3. Schwach im Hilbertraum
Es sei (H, (-, -)) ein separabler Hilbertraum mit einer Orthonormalbasis {e;, }nen. Wir bezeich-
nen

1
ol = (z,2)"2 nd o] =0~ (@ en).

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(a) Es gilt, dass |z| < oo fiir alle x € H ist.
(b) Es gilt, dass |- | eine Norm auf H ist.
(c) Es gilt 2 — = genau dann, wenn limsupy,_, . ||zk|| < oo und |z — x| — 0.
(d) Es existiert eine Folge xj sodass ||zx|| — oo und |xg| — 0.
Aufgabe 4. Montoner linearer Operator
Es sei X ein Banachraum und 7' : X — X’ ein linearer Operator, sodass
(Tx)(z) > 0

gilt fiir alle x € X. Zeigen Sie, dass T stetig ist. Hinweis: Satz vom abgeschlossenen Graphen.



Weitere Klausuraufgaben kénnten so aussehen:

Aufgabe 5. Starke und schwache Konvergenz in Hilbertrdumen
Es sei H ein Hilbertraum, x,x € H sodass x — = schwach und ||zg|| — ||x||. Zeigen Sie, dass

T, — x stark.

Aufgabe 6. Die Exponentialabbildung
X ist ein Banachraum. Zeigen Sie, dass

exp: L(X,X) = L(X, X), exp(A) ::Z%Ak
k=0

wohldefiniert und stetig ist. Hierbei ist A* = Ao---0 A k-mal, A = Id.



