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Einschrittverfahren

Aufgabe 9 (4 Punkte). Seien (y`)`=0,...,L eine nicht-negative Zahlenfolge und β ≥ 0 so, dass
für ` = 0, 1, ..., L

y` ≤ α+
`−1∑
k=0

βyk

gilt. Zeigen Sie, dass y` ≤ α(1 + β)` ≤ α exp
(
Lβ
)

für ` = 0, 1, ..., L gilt.

Aufgabe 10 (4 Punkte). Für eine Inkrementfunktion Φ und zk ∈ R seien z : [tk, tk+1] → R
eine Lösung des Anfangswertproblems z′(t) = f(t, z(t)), z(tk) = zk, und zk+1 = zk +

τΦ(tk, zk, zk+1, τ). Damit seien die Konsistenzgrößen C und C̃ definiert durch

C(tk, zk, τ) =
z(tk+1)− zk

τ
− Φ

(
tk, zk, zk+1, τ

)
,

C̃(tk, zk, τ) =
z(tk+1)− zk

τ
− Φ

(
tk, zk, z(tk+1), τ

)
.

Die Inkrementfunktion Φ sei uniform Lipschitz-stetig im dritten Argument mit Lipschitz-
Konstante L. Zeigen Sie, dass für τ < 1/(2L) folgende Äquivalenz gilt:

c−1
∣∣C̃(tk, zk, τ)

∣∣ ≤ ∣∣C(tk, zk, τ)
∣∣ ≤ c∣∣C̃(tk, zk, τ)

∣∣.
Geben Sie dabei die nur von L abhängige Konstante c explizit an.

Aufgabe 11 (4 Punkte). Bestimmen Sie Zahlen a, b, c, d ∈ R, für die das durch die Inkrement-
funktion

Φ(tk, yk, τ) = af(tk, yk) + bf
(
tk + cτ, yk + τdf(tk, yk)

)
definierte explizite Einschrittverfahren die Konsistenzordnung p = 2 besitzt.
Hinweis: Begründen und verwenden Sie die Approximation f(t+ cτ, y + dτf(t, y)) = f(t, y) +
pt f(t, y)cτ + py f(t, y)dτf(t, y) +O(τ2) und differenzieren Sie die Differentialgleichung.

Aufgabe 12 (4 Punkte). (i) Bestimmen Sie alle Lösungen der Differentialgleichung

u′′(t)− u′(t)− 2u(t) = 0, t ∈ R, (1)

indem Sie (1) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung schreiben. Bestimmen Sie
anschließend eine Lösung von (1) mit u(0) = 1 und u′(0) = 5. Ist diese eindeutig bestimmt?
(ii) Es sei die lineare homogene Differentialgleichung

u′′(t) + au′(t) + bu(t) = 0, t ∈ R (2)

gegeben.

(1) Angenommen, das Polynom λ2 +aλ+ b besitzt zwei unterschiedliche, reelle Nullstellen,
die wir mit λ1 und λ2 bezeichnen. Zeigen Sie, dass für alle α ∈ R und β ∈ R mit

lα,β(t) = α exp(λ1t) + β exp(λ2t)

eine Lösung der Differentialgleichung gegeben ist.



(2) Zeigen Sie dass, falls das obige Polynom nur eine (doppelte) reelle Nullstelle λ1 besitzt,
jede Funktion der Form

lα,β(t) = α exp(λ1t) + βt exp(λ1t)

für α ∈ R, β ∈ R eine Lösung von (2) ist.
(3) Die Gleichung des Pendels, u′′ = −u, passt leider nicht in dieses Schema. Können Sie

trotzdem eine Lösung wie in a) finden? Denken Sie an die komplexen Zahlen.

(iii) Seien n ∈ N und λ0, λ1, . . . , λn ∈ R gegeben. Bestimmen Sie analog zu (i) alle Lösungen
der Differentialgleichung

λnu
(n)(t) + λn−1u

(n−1)(t) + . . . λ1u
′(t) + λ0u(t) = 0, t ∈ R. (3)

Welcher Zusammenhang besteht zu den (komplexen) Nullstellen des zugehörigen charakteris-
tischen Polynoms, der Martix, die man erhält, wenn man (3) als System von Differentialglei-
chungen erster Ordnung schreibt?


