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FEinschrittverfahren

Aufgabe 9 (4 Punkte). Seien (y¢)¢—o,.. 1 eine nicht-negative Zahlenfolge und 3 > 0 so, dass
fir =0,1,...,L
-1
ye< ot By

k=0
gilt. Zeigen Sie, dass y; < a(1 + B)° < aexp (Lﬁ) fir £=0,1,..., L gilt.
Aufgabe 10 (4 Punkte). Fiir eine Inkrementfunktion ® und z; € R seien z : [tg,tp11] — R

eine Losung des Anfangswertproblems 2/(t) = f(t,2(t)), 2(tx) = 2k, und zp1 = 2 +
7P (tk, 2k, 2k+1, 7). Damit seien die Konsistenzgrofen C und C definiert durch

2(tk+1) — 2k
Cltg, 2z, 7) = (+7-) — @(tk,zk,zk+1,7'),
5 Z(tka1) — 2k
C(tk,Zk,T) = (+7_) - (b(tk7zkaz(tk+1)77—)'

Die Inkrementfunktion & sei uniform Lipschitz-stetig im dritten Argument mit Lipschitz-
Konstante L. Zeigen Sie, dass fiir 7 < 1/(2L) folgende Aquivalenz gilt:

c_l ‘5(tk> 2k, 7—)’ < }C(tkv 2k 7—)‘ < C|5(tk‘a 2k 7_) ‘ :
Geben Sie dabei die nur von L abhéngige Konstante ¢ explizit an.

Aufgabe 11 (4 Punkte). Bestimmen Sie Zahlen a, b, ¢,d € R, fiir die das durch die Inkrement-
funktion

P (th, Y 7) = af (tks yr) + bf (tk + e,y + 7df (ts yi))

definierte explizite Einschrittverfahren die Konsistenzordnung p = 2 besitzt.
Hinweis: Begriinden und verwenden Sie die Approximation f(t + e,y +drf(t,y)) = f(t,y) +
p: f(t,y)er +p, f(t,y)dTf(t,y) + O(7?) und differenzieren Sie die Differentialgleichung.

Aufgabe 12 (4 Punkte). (i) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung
u’(t) —u'(t) — 2u(t) =0, teR, (1)

indem Sie als System von Differentialgleichungen erster Ordnung schreiben. Bestimmen Sie
anschlieflend eine Losung von (1) mit «(0) = 1 und «/(0) = 5. Ist diese eindeutig bestimmt?
(i) Es sei die lineare homogene Differentialgleichung

u"(t) + au'(t) + bu(t) =0, teR (2)
gegeben.

(1) Angenommen, das Polynom A% + a\ + b besitzt zwei unterschiedliche, reelle Nullstellen,
die wir mit A; und Ao bezeichnen. Zeigen Sie, dass fiir alle « € R und 8 € R mit

la,(t) = aexp(Ait) + Bexp(Aat)

eine Losung der Differentialgleichung gegeben ist.



(2) Zeigen Sie dass, falls das obige Polynom nur eine (doppelte) reelle Nullstelle A\; besitzt,
jede Funktion der Form

la,5(t) = aexp(Ait) + Btexp(Ait)

fir « € R, 8 € R eine Losung von ist.
(3) Die Gleichung des Pendels, u” = —u, passt leider nicht in dieses Schema. Kénnen Sie
trotzdem eine Losung wie in a) finden? Denken Sie an die komplexen Zahlen.
(iii) Seien n € N und Ag, A1,..., A\, € R gegeben. Bestimmen Sie analog zu (i) alle Losungen
der Differentialgleichung

At () + A 1™V (@) + N (8) + dou(t) =0, teR. (3)
Welcher Zusammenhang besteht zu den (komplexen) Nullstellen des zugehorigen charakteris-

tischen Polynoms, der Martix, die man erh&lt, wenn man als System von Differentialglei-
chungen erster Ordnung schreibt?



