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Von den folgenden vier Aufgaben wird eine in der Klausur gestellt

Aufgabe 1.

Sei f : [0, T ] × R → R eine global Lipschitz-stetige Funktion. Betrachten Sie das zu dem An-
fangswertproblem y′ = f(t, y), y(0) = y0 gehörende implizite Euler-Verfahren

yk+1 = yk + τf(tk+1, yk+1)

für eine Zeitschrittweite τ > 0, k ∈ N0.

(a) Zeigen Sie, dass das implizite Euler-Verfahren konsistent von der Ordnung p = 1 ist, das
heißt, dass

|C̃(tk, y(tk), τ)| =
∣∣∣∣y(tk+1)− y(tk)

τ
− Φ(tk, y(tk), y(tk+1), τ)

∣∣∣∣ ≤ cτ
mit einer geeigneten Konstanten c ≥ 0 gilt. Dabei bezeichnen Φ die zum Verfahren gehörende
Inkrementfunktion und y die exakte Lösung des Anfangswertproblems.

(b) Beweisen Sie die Konvergenz des Verfahrens gegen die exakte Lösung y auf 0 ≤ t ≤ T für
T ∈ R mit τ → 0.

Aufgabe 2.

(a) Bestimmen Sie ein zweistufiges Runge–Kutta-Verfahren der Konsistenzordnung p = 4, das
auf der Gaußschen Quadraturformel mit den Quadraturpunkten x0, x1 = 1/2 ± 1/(2

√
3) und

zugehörigen Gewichten w0 = w1 = 1/2 basiert.

(b) Welche Quadraturformeln liegen dem klassischen Runge–Kutta-Verfahren, der 3/8-Regel
und dem Radau-3-Verfahren (siehe Butcher-Tableaus unten) zugrunde? Bestimmen Sie den
Exaktheitsgrad n dieser Quadraturformeln, d.h. bestimmen Sie n ∈ N0 jeweils so, dass für die
jeweilige Quadraturformel Q,

Q(p) =

∫ b

a
p(x) dx

für alle Polynome p vom Grad n gilt und ein Polynom p̃ vom Grad n+ 1 existiert, so dass

Q(p̃) 6=
∫ b

a
p̃(x) dx.

Butcher-Tableaus:

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2

1 0 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

Klassisches
Runge–Kutta-Verfahren,

0
1/3 1/3
2/3 −1/3 1

1 1 −1 1
1/8 3/8 3/8 1/8

3/8-Regel,

1/3 5/12 −1/12
1 3/4 1/4

3/4 1/4

Radau-3.



2

Aufgabe 3.

Betrachten Sie für das Anfangswertproblem y′ = f(t, y), y(0) = y0 das numerische Verfahren

yk+3 + byk+1 + ayk = τf(tk+2, yk+2)

mit Konstanten a, b ∈ R, tk = kτ für k ∈ N0 und einer gegeben Zeitschrittweite τ > 0.

(a) Zeigen Sie, dass eine eindeutige Wahl von a und b existiert, so dass das Verfahren konsistent
ist.

Im Folgenden seien a und b stets so wie in (a).

(b) Zeigen Sie, dass das Verfahren die Konsistenzordnung 1 besitzt.

(c) Zeigen Sie, dass das Verfahren nicht nullstabil ist. Folgern Sie, dass die numerische Lösung
im Allgemeinen nicht gegen eine Lösung das Anfangswertproblems konvergiert.

(d) Beschreiben Sie qualitativ instabile Lösungen für kleine τ .

Aufgabe 4.

Betrachten Sie für eine gegebene Schrittweite τ > 0 und λ ∈ R das zweistufige Runge–Kutta-
Verfahren

yk+1 = yk + τγ1η
k
1 + τγ2η

k
2

für die Differentialgleichung y′ = λy.

(a) Sei ∆ = det(I − λτB), wobei

B =

(
β11 β12
β21 β22

)
.

Zeigen Sie, dass

ηk1 =
(1 + λτ(β12 − β22))λyk

∆
und ηk2 =

(1 + λτ(β21 − β11))λyk
∆

.

(b) Sei durch das Butcher-Tableau

1
6(3−

√
3) 1

4
1
12(3− 2

√
3)

1
6(3 +

√
3) 1

12(3 + 2
√

3) 1
4

1
2

1
2

ein Runge–Kutta-Verfahren gegeben. Folgern Sie, dass yk+1 = g(λτ)yk mit

g(λτ) =
1 + 1

2λτ + 1
12λ

2τ2

1− 1
2λτ + 1

12λ
2τ2

gilt.

(c) Schreiben Sie g in der faktorisierten Form

g(z) =
(z + p)(z + q)

(z − p)(z − q)
und folgern Sie, dass das gegebene Verfahren A-stabil ist.



Die beiden folgenden Aufgaben sind Beispiele für normale Klausuraufgaben

Aufgabe 5.

Zeigen Sie mit Hilfe einer geeigneten Taylorentwicklung, dass das durch die Trapezregel∫ b

a
f(x) dx ≈ b− a

2
[f(b)− f(a)]

gegebene Runge–Kutta-Verfahren Konsistenzordnung 2 besitzt, d.h., für eine Konstante c ≥ 0
gilt

|C̃(tk, y(tk), τ)| =
∣∣∣∣y(tk+1)− y(tk)

τ
− Φ(tk, y(tk), y(tk+1), τ)

∣∣∣∣ ≤ cτ2,
dabei bezeichnetn Φ die zum Verfahren gehörende Inkrementfunktion und y eine die exakte
Lösung des Anfangswertproblems.

Aufgabe 6.

Entscheiden Sie für jede der folgenden Aussagen, ob diese wahr oder falsch ist.

Gilt f ∈ C1(R), so besitzt das Anfangswertproblem y′ = f(y), y(0) = y0, für alle
y0 ∈ R und T > 0 eine Lösung y ∈ C1([0, T ]).
Die Inkrementfunktion Φ(t, a, b, τ) = α(a+b)/2 definiert ein Einschrittverfahren für
die Differentialgleichung y′ = αy.
Das implizite Euler-Verfahren ist kein Runge–Kutta-Verfahren.
Das explizite Euler-Verfahren ist ein Mehrschrittverfahren mit zwei Schritten.
Jedes Einschrittverfahren erfüllt die Dahlquistsche Wurzelbedingung.
Die Rekursionsformel yk+2 = yk+1 − (1/4)yk ist nullstabil.


