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Numerik 2
Klausurvorbereitungsblatt
keine Abgabe

Eine der folgenden vier Aufgaben wird so in der Klausur gestellt.

Aufgabe 1. Cholesky

Es seien A € R™ " eine symmetrische und positiv definite Matrix und 5,63 ... p(™) € R™. Es sei
A = LL" die Cholesky-Zerlegung von A mit der unteren Dreiecksmatrix L € R™*". Vergleichen Sie
den Aufwand der folgenden beiden Vorgehensweisen zur Losung der m linearen Gleichungssysteme
Az =0 =1,2,... m:

(a) Man bestimmt zuerst die Inverse A=! = (2, 22 2(") indem man n lineare Gleichungs-
systeme Az() = e; mit der Cholesky-Zerlegung von A fiir die kanonischen Basisvektoren
ej € R™ 16st. Anschlielend werden @ = A1) mittels der Matrix-Vektor-Multiplikation
berechnet.

(b) Mit der Cholesky-Zerlegung von A werden die Losungen von Az® = b0 fiir i = 1,2,....m
bestimmt.

Aufgabe 2. Iterativ

Gegeben sei ein lineares System in der Blockform

(5 2)()-G)

mit Ay, Ay, B € R™"™ und =z,y,b1,bs € R™. Betrachten Sie die folgenden iterativen Methoden, be-
stimmt durch die Vorschriften:

(1) Az 4 By = by, Ba®) 4 Agyk+1) = by,

(ii) Az D 4+ By®) = by Bek+1) 4 Agy(FH1D) = py,

(a) Schreiben Sie fiir beide Methoden den Iterationsschritt in der Form

$<k+1)> <$<k>>
=M +b
<y<k+1) y )

fiir eine geeignete Matrix M € R?"*2" und einen geeigneten Vektor b € R?" und bestimmen
Sie jeweils die notwendigen Eigenschaften von Aj, As und B, so dass er durchfiihrbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass der Fixpunkt (2(>) 4(>))T der Iterationsvorschrift (falls vorhanden) jeweils
eine Losung des Gleichungssystem ist.

(c) Finden Sie fiir jede Methode hinreichende Bedingungen an die Spektralradien der involvierten
Matrizen fiir die Konvergenz.

Aufgabe 3. Stiitzstellen

Konstruieren Sie Stiitzstellen a < z¢g < 1 < -+ < 2, < b im Intervall [a, b], so dass fiir die Lagrange-
Interpolation p jeder Funktion f € C"+1([@b) gilt

b—a\" "o pap)
_ <9 n :
Lf = plleo(a) <2 < 5 > n+1)

Zeigen Sie die Abschitzung.




Aufgabe 4. Steilster Abstieg
Gegeben sein ein quadratisches Funktional
1
fR" =R, f(z)= §$TAQS‘ —b'x

mit A € R™" symmetrisch und positiv definit und b € R". Zeigen Sie, dass bei einem Gradientenab-
stiegsverfahren zu dieser Energie, also

g®) = g1 o(k=Dgk=1) e N,

. ~ B B — Ag(k=DYT glk—1)
mit d(k 1 — —Vf(ﬂj(k 1)) und Oé(k D= (b(Aj?i(k—l))')rdgﬂ—l) )

k
k—1
||SL‘(k) _33*||A2 < < - ) ||l‘(0) _$*||A2

gilt, wobei z* der eindeutige Minimierer von f, x die 2-Konditionszahl von A und ||z||4 = V2T Ax
ist.

und gegebenem z(©) € R™ die Abschitzung

Bemerkung: Nicht nur die urspriingliche Version ist korrekt, sondern auch die folgende noch strengere
Ungleichung

k
* k—1 *
o = olla < (£57) 16—l

Der Beweis ist aber deutlich aufwendiger.

Die folgenden Aufgaben sind Beispiele fiir mégliche weitere Klausuraufgaben:

Aufgabe 5. Konditionierung
Es seien A, B € R™*"™ reguldre n x n Matrizen. Zeigen Sie, dass gilt
k(AB) < k(A)k(B),
wobei r(A) = ||A||[|]A7!|| die Konditionszahl beziiglich einer gegebenen Operatornorm || - || darstellt.

Aufgabe 6. Nodales Polynom

Es sei
n

wni1(z) = [J(z — 2:)
i=0
das nodale Polynom zu den Konten (z;)7"_,. Zeigen Sie, dass fiir dessen Ableitung gilt
Wt () = [ (@i — ).
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Aufgabe 7. Gerschgorin
Zeigen Sie, dass das Spektrum o(A4) der Matrix

1 2
A=12 7 0

-1 0 5
die Abschétzung o(A) C [—2,9] erfiillt.



