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FEinschrittverfahren

Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien (y;);=0,.. x eine nichtnegative Zahlenfolge und o, 8 > 0, sodass
fur { =0,1,....., K die Abschitzung
-1

w<at+y By
k=0

gilt. Zeigen Sie, dass y < a(1 + B)! < aexp(KByy)fir | = 0,1,....., K gilt. Folgern Sie die
diskrete Version des Lemmas von Gronwal

Aufgabe 2 (4 Punkte). Fiir eine Inkrementfunktion ® und z; € R seien z : [tg, tg+1] —
R eine Losung des Anfangswertproblems 2/(t) = f(t,2(tx)), 2(tx) = 2k, und 2p41 = 2 +
7 (tk, 2k, 2k+1, 7). Damit seien die KonsistenzgroBen C' und C' definiert durch

2(tga1) — 2k
C(tk,Zk,T) = (+7_) - (D(tk,Zk,Zk_i_l,'T)
_ t _
C(tkvzle) = W - (I)(tkazkvz<tk+l)77—)

Die Inkrementfunktion ® sei uniform Lipschitz-stetig im dritten Argument mit Lipschitz-
Konstante L. Zeigen Sie, dass fiir 7 < 1/(2L) die Aquivalenz
¢ Otk 2, )| < Oty 21, 7)| < €| Oty 215 7))

gilt. Geben Sie dabei die nur von L abhéingige Konstante ¢ explizit an.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei f eine Lipschitz-stetige Funktion. Zeigen Sie, dass das implizite
Euler-Verfahren

Ye+1 = Yk + 7 (trt1, Yr+1)
konsistent von der Ordnung p = 1 ist, das heifit dass |C(tk, 2k, 7)| < ¢ mit einer geeig- neten
Konstanten ¢ > 0 gilt.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Bestimmen Sie Zahlen a,b, ¢, d, € R fiir die das durch die Inkrement-
funktion

S (th, Y, 7) = af (tks yr) + 0f (b + e,y + 7df (B, i)
definierte explizite Einschrittverfahren die Konsistenzordnung p = 2 besitzt.

Hinweis: Begriinden und verwenden Sie die Approximation f(t + cr,y +d7f(t,y)) = f(t,y) +
Ouf(t,y)er + Oy f(t,y)dr f(t,y) + O(7?) und differenzieren Sie die Differen- zialgleichung.



