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Einschrittverfahren

Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien (yl)l=0,....K eine nichtnegative Zahlenfolge und α, β ≥ 0, sodass
für l = 0, 1, .....,K die Abschätzung

yl ≤ α+
l−1∑
k=0

βyk

gilt. Zeigen Sie, dass yl ≤ α(1 + β)l ≤ α exp(Kβyk)für l = 0, 1, .....,K gilt. Folgern Sie die
diskrete Version des Lemmas von Gronwal

Aufgabe 2 (4 Punkte). Für eine Inkrementfunktion Φ und zk ∈ R seien z : [tk, tk+1] 7→
R eine Lösung des Anfangswertproblems z′(t) = f(t, z(tk)), z(tk) = zk, und zk+1 = zk +
τΦ(tk, zk, zk+1, τ). Damit seien die Konsistenzgrößen C und C̄ definiert durch

C(tk, zk, τ) =
z(tk+1)− zk

τ
− Φ(tk, zk, zk+1, τ)

C̄(tk, zk, τ) =
z(tk+1)− zk

τ
− Φ(tk, zk, z(tk+1), τ)

Die Inkrementfunktion Φ sei uniform Lipschitz-stetig im dritten Argument mit Lipschitz-
Konstante L. Zeigen Sie, dass für τ ≤ 1/(2L) die Äquivalenz

c−1|C̄(tk, zk, τ)| ≤ |C(tk, zk, τ)| ≤ c|C̄(tk, zk, τ)|
gilt. Geben Sie dabei die nur von L abhängige Konstante c explizit an.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei f eine Lipschitz-stetige Funktion. Zeigen Sie, dass das implizite
Euler-Verfahren

yk+1 = yk + τf(tk+1, yk+1)

konsistent von der Ordnung p = 1 ist, das heißt dass |C(tk, zk, τ)| ≤ cτ mit einer geeig- neten
Konstanten c ≥ 0 gilt.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Bestimmen Sie Zahlen a, b, c, d,∈ R für die das durch die Inkrement-
funktion

Φ(tk, yk, τ) = af(tk, yk) + bf(tk + cτ, yk + τdf(tk, yk))

definierte explizite Einschrittverfahren die Konsistenzordnung p = 2 besitzt.

Hinweis: Begründen und verwenden Sie die Approximation f(t+ cτ, y + dτf(t, y)) = f(t, y) +
∂tf(t, y)cτ + ∂yf(t, y)dτf(t, y) +O(τ2) und differenzieren Sie die Differen- zialgleichung.
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