ANALYSIS II

2024

Patrick Dondl

Nach einem Skript von Prof. E. Kuwert

Abteilung fiir Angewandte Mathematik

Universitat Freiburg



ii



Inhaltsverzeichnis

1 Grundlegende Strukturen II 1
1.1 Topologische Rdume . . . . . . . . . .. ... 1
1.2 Metrik . . . . o e 3
1.3 Vektorrdume und Normen . . . . . . . . . ... L L Lo Lo 6
1.4 Skalarprodukt . . . . . . .. oL 8
1.5 Kompaktheit . . . . . . . . . . .. o 9

2 Differentialrechnung im R" 13
2.1 Die partiellen Ableitungen . . . . . . . .. ... 13
2.2 Das totale Differential . . . . . . . . . .. ... ... 15
2.3 Minima, Maxima &c . . . . . . . ... e 17
2.4 Taylorentwicklung im Mehrdimensionalen . . . . . . .. ... ... ... ... 19
2.5 Parameterabhéngige Integrale . . . . . . . . .. ... oo 22
2.6 Variationsrechnung . . . . . . . . ... Lo 23

3 Diffeomorphismen 25
3.1 Imverse Funktionen . . . . . . . . . . . . . ... 25
3.2 Implizite Funktionen . . . . . . . . . .. .. L oo 26
3.3 Untermannigfaltigkeiten . . . . . . .. ... ... L oL 26
3.4 Extrema mit Nebenbedingungen . . . . .. .. .. ... ... ... ..., 27

4 Gewohnliche Differentialgleichungen 28
4.1 Das Anfangswertproblem . . . . . . . ... oL oL oL 28
4.2 Lineare Differentialgleichungen . . . . . . . .. .. ..o oL 30

iii



v



Kapitel 1

Grundlegende Strukturen II

1.1 Topologische Riume

Definition 1.1.1 (Topologie). Sei X eine Menge und sei 7 eine Menge von Teilmengen von
X (Notation: 7 C 2%) mit den Eigenschaften

1.0, XeT
2.T"CT =Upyer UeT
3. Uh,UbeT —-UNnUyeT.

Dann wird (X, 7)) ein topologischer Raum genannt, T wird Topologie genannt und die Mengen
U € T werden offen genannt.

Wenn zusétzlich gilt, dass fiir alle 1, 9 € X, x1 # x2 offene Mengen Uy, Us € T mit der
Eigenschaft existieren, dass

1 €U, 20 €Uy, Ui NUy =0, (Trennungsaxiom)
dann wird (X, 7T) Hausdorff-Raum genannt.

Definition 1.1.2. Eine Teilmenge A C X eines topologischen Raumes heifit abgeschlossen
wenn

UeT existiert, sodass A= X\U =U°".
Sei X fortan ein topologischer Raum.
Definition 1.1.3. Sei A C X.
1. A°:={zxe X |3U C A, U €T sodass x € U} ist das (offene) Innere von A.
2. A:={x € X |VU € T,z € U haben wir U N A # ()} ist der Abschluss von A.
3. OA := A\ A° ist der Rand von A.
Definition 1.1.4. Eine Menge A C X heifit dicht in X, wenn A = X.
Proposition 1.1.5. 1. A°C A C A.

2. A= A° < A offen, A= A< A abgeschlossen.



3. A° ist offen, A ist abgeschlossen.

4. X\A=(X\A)°.
Beweis. Ubung. O
Proposition 1.1.6. Sei A C X, (X, T) ein topologischer Raum. Dann ist (A, Ta) mit

Ta:={UNA|UE€cT}

ein topologischer Raum. T wird Unterraumtopologie oder Relativtopologie genannt.
Beweis. Das sollte ziemlich klar sein. O
Definition 1.1.7. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum.

1. B C T heifit Basis von T, wenn jede Menge in T als eine Vereinigung von Mengen in
B geschrieben werden kann.

2. S C T heifit eine Subbasis von T, wenn die Menge aller endlichen Schnittmengen von
Mengen in S eine Basis von 7 ist.

Proposition 1.1.8. Sei X eine Menge, S C 2% eine Kollektion von Teilmengen von X.
Sei nun B C 2X die Menge der Teilmengen von X, die durch beliebige endliche Schnitte
von Mengen in S erzeugt werden. Dann ist die Menge, die durch beliebige Vereinigungen von
Mengen in B erzeugt wird, zusammen mit der leeren Menge und X selbst, eine Topologie.

Beweis. Es sind die Eigenschaften einer Topologie zu iiberpriifen. Seien also Uj, j € J mit
beliebiger, nicht notwendigerweise abzéhlbarer Indexmenge J, Vereinigungen von Mengen
aus B. Dann ist aber auch (J es Uj eine solche Vereinigung von Mengen aus B. Analog dazu

N}
seien Uy, Up Vereinigungen von Schnitten von Mengen aus S, also Ur = [U; 0 (24 S,

N2
Uy = szeﬂ ] S,% mit S;’Q € S, Ji2 Indexmengen, N2 ¢ N. Dann gilt Uy NU; =

N/_l N2 J1,2
Uner Uerr ( (M2 51) 0 (n182) ) 0

Definition 1.1.9. Seien 73,72 Topologien auf X. 7o heifit stirker (oder feiner) als 73 und
T1 schwdcher (oder gréber) als Tz, wenn

Ti C Ta.
Beispiel. 1. Die indiskrete Topologie: T = {0, X'},
2. Die diskrete Topologie: T = 2%,
3. Die kofinite Topologie: X =N, 7 :={U € 2V | # (X\U) < 00} U,
4. Topologien, die durch eine Metrik induziert werden.

Definition 1.1.10 (Umgebung). Sei A eine Teilmenge von X. Eine Menge N heifit eine
Umgebung von A, wenn es eine offene Menge U gibt, so dass A C U C N. Man beachte, dass
A eine einelementige Menge sein kann. Wir schreiben N(A) oder N,.



Definition 1.1.11 (Stetigkeit). Seien (X, 7x), (Y, 7y) topologische Riaume.

1. Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig, wenn

fiir alleV € Ty gilt f~1(V) € Tx.

2. Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig in x € X, wenn fiir jede Umgebung Ny von
f(z) eine Umgebung Nx von z existiert, so dass f(Nx) C Ny ist.

Proposition 1.1.12. f: X — Y st stetig genau dann wenn f : X — Y stetig ist in allen
z e X.

Beweis. “=" Ziemlich einfach, nehmen Sie einfach das Urbild der offenen Menge in Ny als
Nx.

“<” Betrachten wir die offene Teilmenge Vy. Wenn deren Urbild leer ist, sind wir fertig.
Andernfalls nehmen wir z € f~1(V) =: A. Nach der Definition der Stetigkeit in einem
Punkt gibt es eine offene Menge U, die z enthilt, so dass U C A ist. Also ist A = A°
und damit offen.

O

Definition 1.1.13 (Konvergenz). Sei (X, 7T) ein topologischer Raum, sei x € X. Wir sagen,
dass eine Folge (xy),cy konvergiert gegen x, wenn

fiir eine beliebige Umgebung N, ein K € N existiert, so dass fiir alle k > K gilt z; € N,.

Wir schreiben
T
T — .

Proposition 1.1.14. Wenn (X,7T) Hausdorffsch ist, dann ist der Grenzwert x eindeutig
bestimmt. Wir schreiben in diesem Fall

x = lim zp beziiglich T.
k—o0
Beweis. Angenommen x; — x1,Tr — T3 # x1. Dann
AU 3 x1,Us 2 2o mit Uy NU, = 0.

Aber: 3K : Vk > K gilt 3 € Uy und gleichzeitig xj € Us. Dies ist ein Widerspruch. U

1.2 Metrik

Definition 1.2.1. Sei X eine Menge und d : XxX — R, so, dass fiir alle x,y,z € X haben
wir

1. d(z,y) > 0und d(z,y) =0 x =y.
2. d(z,y) =d(y,x).

3. d(x,2) <d(z,y)+d(y,z).



Dann nennen wir (X,d) einen metrischen Raum, d eine Metrik, eine Distanz oder einen
Abstand.

Bemerkung. Ohne die Bedingung, dass d(xz,y) = 0 < x = y, nennen wir d eine Pseudo-
Metrik. Indem man ein Modulo (also Aquivalenzklassen)

z=y << d(z,y)=0

bildet, kann man einen pseudometrischen Raum in einen metrischen Raum verwandeln.

Beispiel. 1. X =R, d(z,y) = |z —y|.

2. X =R, d(x,y) = lﬁ;ﬂ/‘

3. (X,d) metrischer Raum, h : Y — X injektiv,

dy (y1,92) = d (h(y1), h (y2))
wird als die Pullback-Metrik bezeichnet.

4. Diskrete Metrik:

1, =y

Definition 1.2.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum,

d(z,y) = {0’ vy

B, (z) ={ye X |d(z,y) <r} furr>0,zeX.

Wir nennen U C X offen in Bezug auf die Metrik d, wenn fiir alle z € U ein r > 0 existiert,
so dass
B, (z) C U.

Die leere Menge ist offen.
Proposition 1.2.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und sei
T :={U C X | U offen beziiglich d} .
Dann ist (X,T) ein Hausdorff-Raum. Wir nennen T die durch d induzierte Topologie.
Beweis. 1. 0, X € T : Kklar.

2. Sei 7" C T und W := |Jyycq» U. Wir miissen zeigen, dass es fiir alle z € W r > 0 mit
B, () C W gibt. Dies ist jedoch offensichtlich, da es ein U € T’ mit € U gibt und
wir einfach das r fiir dieses U nutzen konnen.

3. Sei U,Uy € T,x € Uy NUs. Es gibt r1,72 > 0 so dass
B, (r)cU; und By, (z)CU,.
Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass

Bmin(rl,rg) (l‘) c Ui NUs.
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4. Sei x # y. Es gilt d (x,y) = ¢ > 0 und somit
B, (z) N By (y) = 0, fﬁrr:§>0. O

Definition 1.2.4. Sei d;, ds jeweils eine Metrik auf X.

e dq heifit stdrker als do bzw. dy schwdcher als di, wenn dies auch fiir die induzierten
Topologien gilt.

e d; wird dquivalent zu do genannt, wenn die induzierten Topologien gleich sind.

Proposition 1.2.5 (Stetigkeit in metrischen Réumen). Seien (X,dx),(Y,dy) metrische
Rdume und sei f: X — Y. Dann ist f stetig in v € X, genau dann wenn

Ve>0:30>0: dx(z,y)<d=dy (f(x),f(y) <e.

Proposition 1.2.6 (Konvergenz in metrischen Rédumen). Seien (X,dx),(Y,dy) metrische
Rdaume.

1. Sei (xj)jeN eine Folge in X, dann gilt
xkiMJ & VedK :d(xp,z)<e (fork>K).

2. Eine Abbildung f : X — Y ist stetig in x, wenn fiir alle Folgen (x,),cy mit x, — x gilt
f(xg) = f (2).

Bemerkung. Die zweite Bedingung wird als Folgenstetigkeit bezeichnet.
Warnung. In rein topologischen Réumen ist dies im Allgemeinen nicht dquivalent zur Stetig-
keit.

Bemerkung. In Analogie zu Analysis I lassen sich nun auch Haufungspunkte von Mengen
(Analysis I, Definition 4.2.3) sowie Grenzwerte von Funktionen (Analysis I, Definition 4.2.5)
definieren.

Definition 1.2.7. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
L. (w1)pen heiBt eine Cauchy-Folge, wenn Ve > 0 3K € N: Vk,1 > K, gilt d (2, 2;) < €.

2. Der Raum (X,d) heiit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge einen Grenzwert in X
besitzt.

Proposition 1.2.8 (Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit). Sei A C (X,d) (metrischer
Raum). A ist abgeschlossen, wenn fiir alle Folgen (x;);cy mit j € A und x; — x € X, gilt
x e A

Beweis. = Angenommen, es gibe einen Grenzpunkt z in A°, und A€ offen. Es existiert
also eine Umgebung N (z) C A°. Dann miissten Punkte der Folge in dieser Umgebung,
also auBerhalb von A liegen: ein Widerspruch.



< Nehmen wir an, A sei nicht abgeschlossen und betrachten z € A\ A (was denn nicht
leer ist). Nach der Definition des Abschlusses gilt fiir jedes r > 0, dass B,(z) N A # (.
Man nehme nun eine Folge von Radien 7; — 0 und wihle als z, einen beliebigen Punkt

in der Schnittmenge B, (r) N A.
O

Proposition 1.2.9. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, und A sei eine abgeschlos-
sene Teilmenge von X. Dann ist (A, d) ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis. Es ist klar, dass (A, d) ein metrischer Raum ist. Zur Vollsténdigkeit betrachten wir
eine Cauchy-Folge in A. Durch die Vollsténdigkeit von (X, d) besitzt diese einen Grenzwert
in X, dieser Grenzwert muss nach dem obigen Folgenkriterium auch in A liegen. O

1.3 Vektorrdume und Normen

Wir betrachten nur Vektorrdume iiber den Kérpern K € {R, C} und betrachten diese Kérper
als metrische (oder topologische) Rdume mit dem iiblichen Abstand.

Definition 1.3.1. Sei X ein Vektorraum iiber K und sei X zugleich ein topologischer Raum.
Wenn Vektoraddition und Skalarmultiplikation stetig sind, dann heif3t X topologischer Vek-
torraum.

Bemerkung. Man beachte, dass wir hier gegebenenfalls die Boxtopologie verwenden miissen.
Die Basis der Boxtopologie auf dem Produktraum X x Y wird gebildet durch Mengen der
Form

{U1 x Uy | U; offen in X, U, offen in Y'}.
Definition 1.3.2 (Norm).

e Sei X ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung ||-|| : X — R heiit Norm, wenn gilt

L ||z >0 VzeX.
2. |lz[|=0 = =x=0.
3. [lex]| = |af [|=[| -
4z +yl =l + Nyl -
e Wenn ||| eine Norm auf X ist, dann wird (X, ||-||) normierter Raum genannt.

e Eine Abbildung mit den Eigenschaften 1., 3., 4. wird Seminorm (oder Halbnorm) ge-
nannt.

Bemerkung. Wiederum konnen wir einen Raum mit einer Halbnorm in einen normierten
Raum verwandeln, indem wir das Modulo nehmen.

Proposition 1.3.3. Sei (X, |[|]|) ein normierter Raum. Indem wir
d:XXX‘)Rv d(may):HI*va
setzen, erhalten wir einen metrischen Raum (X,d) .

Beweis. Folgt direkt aus den Normeigenschaften. O



Definition 1.3.4. Ein vollstdndiger normierter Raum wird Banachraum genannt.

Proposition 1.3.5. Ein normierter Vektorraum ist ein topologischer Vektorraum und die
Topologie ist Hausdorffsch.

Beweis. Ubung. U

Proposition 1.3.6. Sei |||, |||y sind zwei Normen auf X, dy,ds die induzierten Metriken
und T1, T2 die induzierten Topologien. Es gilt

1. dy ist starker als di, genau dann wenn 3C > 0 :

||$||1 < C||J,'||2 Ve € X.

2. Zwei Normen sind dquivalent (also < Ty = T2), genau dann wenn 3C,c > 0 :

cllzlly < lllly < Clzfl; -

Beweis. Punkt 2. folgt direkt aus 1., wir zeigen also nur 1.

< Sei U offen beziiglich 71, und sei € U. Dann gibt es eine d;-r-Kugel um z, die in U
liegt. Die da-7-Kugel liegt dann ebenfalls in U. Somit ist U auch bzgl. do offen.

= Angenommen, die Ungleichung sei fiir kein C > 0 erfiillt. Sei dann U = B{lQ (0) die
beziiglich do offene do-Einheitskugel um den Ursprung. Sei nun § > 0. Da die Unglei-
chung nicht erfiillt ist, existiert y € X mit ||y[|1 > 3||y[|2, und somit auch z € X mit
[|z|]|2 < 1 aber ||z||1 > 6. Also gibt es kein § > 0, so dass Bgll(()) c B%(0) und B{2(0)
ist nicht offen beziiglich d;.

O
Satz 1.3.7. Alle Normen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum sind dquivalent.
Beweis. Sei X ein n-dimensionaler Vektorraum mit Norm || - ||. Wir wihlen eine beliebige
Basis {e1,...e,} von X. Wir zeigen, dass die Norm || - || dquivalent ist zur Norm!
n n
-1l X =R, olls = Jagl fiir v =" apex.
k=1 k=1
Nachdem Aquivalenz von Normen eine transitive Eigenschaft ist (also aus || - ||, dquivalent
zu || - ||p und || - || dquivalent zu || - ||, folgt || - ||o Aquivalent zu || - ||.) reicht es zu zeigen,
dass || - ||1 und || - || &quivalent sind.
Sei also zunéchst v € X. Wir rechnen (mit Dreiecksungleichung und Homogenitét)
n n
< <C =C fir C = , 1.1
ol < 3 ol £ €3 fowl = Cloly i € = ma lfeu] (1.1)

was eine der Abschitzungen zur Aquivalenz zeigt. Fiir die andere Abschiitzung argumentieren
wir durch Widerspruch.

!die Normeigenschaften dieser Abbildung lassen sich leicht iiberpriifen.



Wir nehmen also an, es existiert eine Folge (w;)32; in X, so dass [[wj[|1 =1 aber [[w;|| — 0.
Da ||wj||1 = 1 existiert eine Teilfolge i(j) = 4; und ein kg € {1,...,n}, so dass

i 1 .
|z | > . fiir alle j € N, (1.2)

wobei wieder w; = > }_; xiek.
Andererseits gilt aber auch |z]| <1 fiir alle j € N, k € {1,...,n}. Wir kénnen also mit Hilfe
des Satzes von Bolzano und Weierstrafl Teilfolgen (von Teilfolgen ... insgesamt n—mal) von der

Teilfolge i(j) wihlen (und die letztendliche Teilfolge wieder i(j) nennen), so dass z;/ — xy, in
K fiir alle k € {1,...,n}. Wir setzen v = ), wxey, und es folgt [[w;; —v||1 — 0. Mit (1.2)
folgt v # 0.

Mit (1.1) folgt aber auch |[[w;; — v|| = 0. Da aber |[w;|| — 0 erhalten wir einen Widerspruch
zu v # 0. O

Satz 1.3.8. Endlichdimensionale Untervektorraume wvon mnormierten Rdumen sind
vollstindig und abgeschlossen.

Beweis. Vollstindigkeit folgt aus Vollstéindigkeit von K™ und der Aquivalenz aller Normen
aus Satz 1.3.7, Abgeschlossenheit aus dem Folgenkriterium in Proposition 1.2.8. O

Proposition 1.3.9. Seien (V.|| .||v) und (W,||.|lw) normierte Vektorriume. Die Abbildun-

1 N
gen (z,9) = (l2lll + lylle) """ fiir 1 < p < oo baw. (w,9) > max{|[ally, |lyllw} stelien
Normen auf V- x W dar. Alle diese Normen erzeugen die Boxtopologie.

Beweis. Ubung. U

Bemerkung. Auf endlichen Produkten normierter Rdume nehmen wir als Topologie stets die
Boxtopologie an. Wir bemerken, dass eine Folge (x,y;);jen in V x W genau dann konvergiert,
wenn x; in V und y; in W konvergiert.

1.4 Skalarprodukt

Definition 1.4.1. Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
(L) XxX—>R
heilt Sesquilinearform, wenn Vx, x1, xo,y,y1,y2 € X, a € R gilt
L (ax,y) = a(z,y) = (z,ay)
0 {(xl ta,y) = (@1,y) + (e2,)
(2,91 +92) = (z,91) + (2,12)

Eine Sesquilinearform ist hermitsch (oder, im reellen Fall, symmetrisch), wenn

(z,y) = (y, 7).
Eine hermitsche Sesquilinearform heiflt positiv semidefinit, wenn
(x,z) >0 VzrelX.
Eine positiv semidefinite Sesquilinearform heif3t positiv definit, falls

(r,z)=0 = x=0.



Bemerkung. Wenn K = R, verwenden wir den Ausdruck Bilinearform.

Definition 1.4.2. Eine positiv definite (hermitsche) Sesquilinearform heifit Skalarprodukt.
Das Paar (X, (-,-)) wird Prd-Hilbertraum genannt.

Lemma 1.4.3. Sei (-,-) ein Skalarprodukt und setze
lz|| :== /(x,2) Ve X.

Dann ist ||z|| := \/(z,x) ist eine Norm auf X.
Weiters gilt

1. |(zy )| < ||| - [yl (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
2 x4yl +llz =yl =2 )z)* + 2|yl (Parallelogrammidentitit)
Beweis. Lineare Algebra bzw. Ubung. O

Bemerkung. Zentrale neue Eigenschaft in Rdumen mit Skalarprodukt: Orthogonalitét.
Definition 1.4.4. 1. Zwei Vektoren x,y heiflen orthogonal, wenn gilt (z,y) = 0.

2. Zwei Untervektorrdume U,V C X heiflen orthogonal, wenn (z,y) =0 Ve e U,y e V.
Definition 1.4.5. Ein vollstéandiger Pra-Hilbertraum wird Hilbertraum genannt.

Beispiel. X = C' (]0,1]) mit (f,g) := fol fg+ fol f'g’ ist ein Pri-Hilbertraum.

1.5 Kompaktheit

Satz 1.5.1 (Kompaktheit in metrischen Rédumen). Sei A eine Teilmenge eines metrischen
Raumes (X,d). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. A ist (iberdeckungs-)kompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von A beinhaltet eine end-
liche Teiliiberdeckunyg.

2. A ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in A besitzt eine konvergente Teilfolge.

3. (A,d|axa) ist vollstindig und prikompakt, d.h. fir alle € > 0 gibt es eine endliche
Uberdeckung von A mit e-Kugeln.

Bemerkung. Die Aussage in Punkt 1. ist die Definition von Kompaktheit in rein topologischen
R&umen.

Beweis.

1. = 2. Sei (x}),cy eine Folge in A ohne Héufungspunkt (als Annahme zum Widerspruch).
Dann gilt Vy € A:3r, > 0:

Ny :={keN|xz € By, (y)} ist endlich.

9



Die Kugeln B, (y) bilden aber eine offene Uberdeckung von A. Nach Annahme der
Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung 3 {yk}ivzl :

N
U Bryk (yk) DA
k=1

Dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahme, denn sonst kénnten nur endlich viele
Elemente in der Folge sein.

. Zunichst zeigen wir die Vollstandigkeit: Wegen 2. gilt, dass jede Cauchy-Folge in A

einen Héufungspunkt enthélt. In jedem Fall besitzt eine eine Cauchy-Folge aber nur
hdchstens einen Haufungspunkt. Nach 2. dieser Haufungspunkt in A. Daher konvergiert
die Cauchyfolge gegen ein Element von A.

Fiir die Kompaktheit argumentieren wir wieder durch Widerspruch: Angenommen
de > 0 : existiert keine endliche Uberdeckung mit e-Kugeln. Dann existiert eine Folge

k

Tyl € A\ UBS (x])

Jj=1

Diese Folge besitzt aber keinen Haufungspunkt.

. Sei (U;);e; eine offene Uberdeckung von A. Wir setzen

B:= {BCA|JCI,BCUUi:>]J|=oo},
i€J
also B sei die Menge aller Teilmengen B von A, so dass jede Teiliiberdeckung von B
durch Mengen aus (U;);; notwendigerweise unendlich sein muss.

Zu zeigen ist nun A ¢ B. A ist prikompakt, also VB € B, e > 0 gibt es eine Uberdeckung

o

Bc | JB:(z:).

i=1
Es folgt aber fiir mindestens ein i, dass gilt
B, (331) NBeRB,

denn wenn keine dieser endlich vielen Schittmengen in B wire, dann hétte B ja bereits
eine endliche Teiliiberdeckung.

Nehmen wir nun zum Widerspruch and, dass A € B. Wir setzen induktiv ¢ = %, keN
und erhalten die Existenz von xj € X und Mengen:

By :=A, Bp:= B% (xx) N Bx—1 € B Vk > 2.

Nehmen wir y;, € By, k € N. Fur k <1 gilt

[\

Y1 € B1 (k) = d (yk, y1) < T

10



Es gilt also, dass (yx),cy €ine Cauchyfolge ist. Da A vollsténdig ist, Jy € A :

d(Yr,y) — 0.
k—oo

Aber wir haben y € U;, fiir ein g und damit folgt fiir k£ hinreichend grof3
By C B (xx) C Bz (yx) C B2 41y, (¥) C Uio-
Damit ist aber By ¢ B. Ein Widerspruch.
O

Satz 1.5.2 (Riesz). Sei X ein Banachraum. Dann ist By (0) kompakt genau dann wenn X
endlichdimensional ist.

Beweis. “<” Dank der Aquivalenz aller Normen geniigt es die Aussage fiir X = K™ mit der
|| - [|i-Norm zu zeigen. Dies folgt aber durch wiederholte Anwendung des Satzes von
Bolzano-Weierstrafi.

“=” Dank Prikompaktkeit von Bj (0), gibt es eine Uberdeckung

m

By (0) ¢ | Bi () -
k=1

Wir setzen

Y = span ({y }ily) -
Y ist endlichdimensional, also nach Satz 1.3.8 abgeschlossen in X. Wir nehmen an, dass
gilt Y # X und fiithren dies zu einem Widerspruch.

Behauptung: Wir haben VO € (0,1) : Jzg € X, ||zg|| =1 :
dist (zg,Y") > 6.

Zum Beweis der Behauptung nehmen wir z € X \ Y. Dann gilt
dist (,Y) = inf ||z —y|| > 0
ist (2,Y) inf ||z =yl
aufgrund der Offenheit von X \ Y. Weiters existiert yp € Y :

1
0<|lz—yo| < adist (x,Y).

Wir setzen
T — %o
Ty = — .
Iz = ol
Dann gilt fiir alle y € Y : oy
1 7 N
2o —yll = 7———— llz = (o + [z — woll )
Iz = ol
1
> ———dist (z,Y)
|z = woll
dist (z,Y)
~ 4dist (z,Y)

=0.
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Dies zeigt die Behauptung.

Nun muss aber fiir ein j € {1,...,n} gelten, dass
zg € B1 (y;)-
Mit % < 0 < 1 ergibt sich aber ein Widerspruch zu
dist (29, Y) > 0. 0

Satz 1.5.3. Seien (X,Tx), (Y, Ty) topologische Riume mit (X, Tx) kompakt im Sinne von
Satz 1.5.1 Punkt 1. Sei f: X —'Y stetig. Dann ist f(X) kompakt.

Beweis. Ubung O

Folgerung 1.5.4. Abgeschlossene, beschrinkte Teilmengen endlichdimensionaler normierter
Vektorrdume sind kompakt.

Beweis. Sei A eine abgeschlossene, beschriinkte Teilmenge des endlichdimensionalen, normier-

ten Raumes X. Sei R > 0 hinreichend grof}, so dass A C Br(0) Mir B;(0) ist wegen Satz 1.5.3

auch Br(0) kompakt und damit iiberdeckungskompakt. Somit ist auch A (iiberdeckungs)-
kompakt. O

Satz 1.5.5. Stetige, reellwertige Funktionen auf Kompakta nehmen ihr Infimum und Supre-
mum an.

Beweis. Das Bild einer solchen Funktion ist eine kompakte — und damit wegen Vollstandigkeit
auch abgeschlossene — Teilmenge der reellen Zahlen. Diese enthélt ihr Minimum und Maxi-
mum. U
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Kapitel 2

Differentialrechnung im R"

2.1 Die partiellen Ableitungen

Im Folgenden betrachten wir den R™ mit der Standardbasis ej, j = 1,...,n. Auf R" nutzen wir
das Standardskalarprodukt, also (z,y) = Z?Zl ziy; fir 2 = (z1,...,20)T, y = (W1, yn) T

und die zugehorige euklidische Norm |[|z|[ = 377, |zj|2, welche wir auch als |z| schreiben.

Bemerkung. Fiir Funktionen f: I — R™, f(x) = (fi(z),..., fm(x))? mit I offenes Intervall,
fitI = R, j=1,...,m, setzen wir fir f'(z¢), xo € I die komponentenweise Ableitung
f'(xo) = (fi(x0)s - fl(xo)T =31, fi(zo)ej, falls alle Komponenten in xo im Sinne von
Analysis I differenzierbar sind. Simtliche bekannten Eigenschaften der Ableitung iibertragen
sich.

Definition 2.1.1. Sei 2 C R" offen und f : Q2 — R™. Die partielle Ableitung von f nach x;
an der Stelle z € Q ist der Grenzwert (falls existent)

9 (z) = lim [z +tej) — flx)

t—0 t

d
= —f(x+tej)
dt iz

Bemerkung. 1. Andere Bezeichnungen sind 0., f(z), %(az) oder fy,(z).

2. Halten wir alle x; mit i # j fest, so ergibt sich eine Funktion in nur einer Variablen,
also
o(s) = f(x1, .., 2j-1,8,Tj41,...,2,) firse (z; —0,2;+90).

Die Ableitung von ¢ im Punkt s = z; ist dann nichts anderes als die entsprechende
partielle Ableitung, denn

= 0;f(x).

90, (3;]) — %E}% (‘D(xj +t1_ 90(33]) _ %g% f(.%“i—tez) — f(x)

Bei der Berechnung der partiellen Ableitung 0;f konnen wir also die gewohnte ein-
dimensionale Ableitung nach x; bilden wéhrend wir die anderen Variablen konstant
halten.

Die aus dem ersten Semester bekannten Differentiationsregeln lassen sich somit direkt
iibertragen.
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Satz 2.1.2 (Ableitungsregeln). Sei Q C R™ offen und x € Q. Die Existenz der partiellen
Ableitungen 0; f (x) und 0;jg(x) sei hier stets vorausgesetzt. Dann gilt

1. Linearitat: fir f,g:Q — R™ und o, 8 € R gilt
dj(af + Bg)(x) = ad;f(x) + £0;9(x).

2. Komponentenweise Differentiation: fir f : Q — R™ gilt, wenn eine der Seiten existiert,
m
(%f(:l)) = Zﬁjfz(x)el
i=1

3. Produktregel: fir f:Q — R™ und g : Q — R gilt
9;(f9)(x) = (9;[) (x)g(z) + f(z) (9;9) ().
4. Quotientenregel: fir f: Q — R™ und g : Q — R mit g(x) # 0 gilt

NEAWS _ (0if) (x)g(x) — f(x) (B59) (x)
o (g>( ) g(x)? '

5. Kettenregel: sei [ reellwertig. Ist I offenes Intervall mit f(2) C I und ¢ : I — R
differenzierbar, so gilt

(g o f(x) = ¢'(f(x))0;f (x).

Bemerkung. Hohere Ableitungen lassen sich nun ebenfalls bilden. Es sei die Funktion f: Q —
R™ auf ganz € partiell nach der Variablen z; diffenenzierbar mit Ableitungsfunktion 0, f.
Dann schreiben wir

2

B%f(:c) =0;(0;f) (x) < alternative Notation (w) oder fy,z; (m)) .

€T; xj

Entsprechend fiir Ableitungen k-ter Ordnung: seien i1,...,i; € {1,...,n}. Ist die Funktion

Bfgllk f:Q — R™ bereits definiert so setzen wir, falls existent,

O i, (@) = 01 (0571, ().

Definition 2.1.3 (C*-Riume). Sei @ C R™ offen und k € Ny U {oo}. Wir bezeichnen mit
C* (Q,R™) die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf ! mit Werten im
R™ das heifit alle partiellen Ableitungen 8171.__1.3_ f der Ordnung j < k (bzw. j < oo im Fall

k = oo) sind definiert und stetig auf €. Im reellwertigen Fall, also m = 1, schreiben wir
Ck(Q) = C*(Q,R).

Satz 2.1.4 (Schwarz). Sei Q C R" offen. Ist f € C?(Q), so vertauschen fir 1 <i,j <n die
Ableitungen nach x; und x; :

&@f = ajalf auf Q.

Folgerung 2.1.5. Fiir eine Funktion f € C* (Q,R™) vertauschen die partiellen Ableitungen
bis zur Ordnung k, das heifst fir jede Permutation o € Sy gilt

T A N Y
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Definition 2.1.6 (Richtungsableitung). Sei Q C R” offen und f : Q@ — R™. Die Richtungs-
ableitung von f an der Stelle x € © in Richtung v € R™ ist der Grenzwert (falls existent)

0, (2) — tim T 1) = S @)

t—0 t

d
= —f(z +tv)
dt +=0

Beispiel. Fiir die Funktion

2xy? .
f:R2—>R f(x,y):{ﬁ fiir (‘Tvy)#o

0 sonst

existieren im Ursprung alle Richtungsableitungen. Die Funktion ist allerdings nicht stetig.

2.2 Das totale Differential

Definition 2.2.1 (Ableitung). Sei 2 C R" offen. f : Q@ — R™ heifit differenzierbar in xy € €,
falls A € L (R",R™) existiert, so dass

i @) = (f (o) + Az — 20))

T—x0 ‘.’L’ — _’1}0‘

~0. (2.1)

Mit der Substitution h = x — xg erhalten wir die dquivalente Formulierung

i 4 (#0+ 1) = (f (0) + AR)
h—0 ’h‘

=0.
Die Abbildung A € L (R™,R™) heifit Ableitung oder totales Differential von f in xzy. Wir
schreiben Df (zg) = A.

Satz 2.2.2 (Berechnung und Eindeutigkeit der Ableitung). Die Funktion f : Q — R™ sei in
xo € Q differenzierbar. Dann hat f in xg die Richtungsableitungen

Opf (x0) = Df (xo)v  fiir alle v € R,
und D f (zg) hat beziiglich der Standardbasen die Matrizdarstellung (Jacobimatriz)
81f1 (l’g) [ 8nf1 (l’o)

(95 fi (z0)) = § § € R

Insbesondere ist die Ableitung durch (2.1) eindeutig bestimmit.

Bemerkung. Typischerweise unterscheiden wir hier nicht zwischen einer linearen Abbildung
von R™ nach R™ und ihrer Matrixdarstellung in der Standardbasis.

Definition 2.2.3 (Gradient). Sei Q@ C R" offen und f : Q — R differenzierbar in x € Q. Der
Gradient von f im Punkt x ist der Vektor
n 61f($)
grad f(x) = Zajf(x)ej = : e R™
i=1 Onf(x)
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Satz 2.2.4 (Differenzierbare Funktionen sind stetig). Sei f: Q@ — R™, Q C R™ offen, diffe-
renzierbar im Punkt xg € Q. Dann ist f in xg stetig.

Satz 2.2.5 (Kettenregel). Seien f: U - R™ undg:V — RP mitU C R",V C R™ offen und
fU) C V. Sind f in xg und g in f (xo) differenzierbar, so ist auch go f in xq differenzierbar
und es gilt die Kettenregel

D(g o f) (x0) = Dy (f (x0)) Df (20) -

Fiir die zugehérigen Jacobimatrizen bedeutet das mit yo = f (o)

d(gofi 891 . .
< < < k<n.
8a7k E 8y] a:o) firl<i<pl<k<n

Dies entspricht dem bekannten Matrizprodukt.

Satz 2.2.6 (komponentenweise Differentiation). f : Q@ — R™ ist genau dann in xo € Q
differenzierbar, wenn alle Komponenten f; : Q — R, i =1,...,m, in x¢ differenzierbar sind.
Ist P; : R™ — R Projektion auf die i-te Koordinate, so gilt D f; (xg) = P;Df (x9).

Satz 2.2.7 (Ableitungsregeln). Sei Q C R™ offen, und f,g: Q — R seien differenzierbar im
Punkt x € Q. Dann gelten folgende Aussagen.

1. Linearitit: fir o, 8 € R ist af + Bg in x differenzierbar mit Ableitung
D(af + Bg)(z) = aDf(x) + BDg(x).

2. Produktregel: fg ist in x differenzierbar mit Ableitung
D(f9)(z) = Df(x)g(x) + f(x)Dg(x).

3. Quotientenregel: ist g(x) # 0, so ist f/g auf einer Umgebung von x definiert und

1\ () _ DF@o@) ~ () Dy(a)
b <g>( ) '

Satz 2.2.8 (Stetig partiell differenzierbare Funktionen sind differenzierbar). Sei @ C R"
offen. Die Funktion f : Q — R™ sei in Q nach x1,...,x, partiell differenzierbar. Sind die
Funktionen 0;f : @ — R™ in x € Q stetig, so ist f in x differenzierbar.

Folgerung 2.2.9. Sei k € Ny U {o0}.
1. Mit f,g € CF(Q,R™, a, B € R ist auch of + Bg € CF(Q,R™).
2. Mit f,g € CF(Q) ist auch fg € C*(Q), sowie — falls g # O0aufQ — f/g € C*(Q).

3. Sei f € CF(Q,R™), g € C*(Q,RY, U ¢ R, V C R™ offen mit f(u) C V. Dann ist
go f € CFQ,RY.
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2.3 Minima, Maxima &c

Lemma 2.3.1. Seiy: [ — Q, I = [a,b], Q C R" stetig und stickweise C'. Dann gilt fiir
f e CYHQ,R™), dass

b
F((0) — F(r(a)) = / DF (v (1) dt

Bemerkung. 1. Eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion auf einem Intervall I =
[a,b] ist eine Funktion f, so dass 9 = a < 1 < -+ <z = b existieren und f|,;_, o))
flir j = 1,..., k stetig differenzierbar mit Existenz einseitiger Grenzwerte an den Gren-

zen des Teilintervalls fiir die Ableitung ist. Es sollte aufgrund der Gebietsadditivitét
des eindimensionalen Integrals offensichtlich sein, dass der Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung fiir solche Funktionen gilt.

2. Integrale — ebenso wie Ableitungen — von Funktionen f: [a,b] — R™ betrachten wir kom-
ponentenweise. Die entsprechenden Integrations- und Differentiationsregeln iibertragen
sich.

Satz 2.3.2. Fir f: Q — R™, Q offen und zusammenhdngend, gilt
Df(x) =0 fir allex € Q = [ ist konstant.

Satz 2.3.3 (Schrankensatz). Sei Q C R" offen und konvez, f € CH(Q,R™) mit ||Df(z)| < L
fiir alle x € Q und ein L € R. Dann gilt

|f(z) — f(y)| < Llx —y| fir alle x,y € Q.

Folgerung 2.3.4. Sei Q C R” offen, f € C*(Q,R™). Sei weiters K C Q kompakt. Dann
existiert L € R mat
[f(x) = fW)| < Llz—y| fir alle z,y € K.

Definition 2.3.5. Eine Funktion f:  — R hat in x € Q ein lokales Minimum, falls § > 0
existiert mit

fly) > f(x) fiir alle y € Bs(z) N K.
Falls f(y) > f(x) fiir alle y € Bs(x) N2, so heifit das Minimum isoliert.

Bemerkung. Lokale (isolierte) Maxima sind analog definiert. Ein Punkt der ein Maximum
oder ein Minimum ist heif}t Extremum.

Satz 2.3.6 (Notwendige Bedingung fiir Extrema). Sei Q C R™ offen und f: Q@ — R habe in
x € Q ein lokales Extremum. Falls f in x differenzierbar ist, so folgt D f(xz) = 0.

Definition 2.3.7. Ein Punkt z € Q mit D f(z) = 0 heifit kritischer Punkt von f.

Definition 2.3.8. Sei f € C?(2), Q C R” offen. Die zweite Ableitung f im Punkt x € € ist
die Bilinearform

D*f(z): R" x R" - R, D?f( Z T )vw;.
t,j=1

Die Matrix (82 f(@)};=1 € R™™ heifit Hessematrix von f im Punkt x. Als Hesseform be-
zeichnet man d1e quadratische Form

V= D2 Z f 'Uzvj
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Bemerkung. Diese Definition ist konsistent mit der Standardinterpretation der zweiten Ablei-
tung als Ableitung der Ableitungsfunktion. Diese wire (in einem Punkt z €  fiir Funktionen
f: Q — R ja ein Element von L(R™, L(R™, R)). Uber das Standardskalarprodukt kénnen wir
L(R™ /R)) mit einem Vektor in R™ identifizieren (d.h., sei £ € L(R™,R)), dann existiert ein
eindeutiges w € R"™, so dass {(v) = (w,v) fiir alle v € R™).

Analog dazu identifizieren wir die dadurch entstandene lineare Abbildung in L(R™,R™) mit
einer Bilinearform H (v, w) = (v, Lw). Auch diese Identifizierung ist eindeutig. Wir bemerken
(aufgrund des Satzes von Schwarz (Satz 2.1.4), dass diese Bilinearform symmetrisch ist, also
(v, Lw) = H(v,w) = H(w,v) = (Lv,w).

Lemma 2.3.9. Sei Q C R" offen, f € C*(Q) und v € C?*(I1,9). Dann gilt
(f o) (t) = DAF(v(E) (Y (1), 7/ () + DF (v(£)7"(8)-

Lemma 2.3.10 (Taylorpolynom zweiter Ordnung). Sei Q C R™ offen, f € C?(2). Dann gilt

fla+h) = f(z) — (f(z) + Df(@)h + 5D f(z)(h, h))
|2

— 0 fir |h| — 0.

Wir bendétigen im Weiteren einige Aussagen iiber Bilinearformen.

Satz 2.3.11. Sei b: V x V — R eine symmetrische Bilinearform auf dem n-dimensionalen,
normierten Vektorraum (V.|| -|). Sei weiters

A = inf{b(z,z) : ||z|| = 1}.
Dann gibt es ein v € V mit ||v|| = 1, so dass b(v,v) = \.
Satz 2.3.12. Sei f € C%(Q), Q C R" offen und = € Q.
1. Falls f in  ein lokales Minimum besitzt, so ist D?f(x) positiv semidefinit.
2. Ist Df(x) = 0 und D?f(x) positiv semidefinit, so hat f in x ein isoliertes Minimum.

Definition 2.3.13 (konvexe Funktion). Sei K C R" konvex. Dann heiit f: K — R konvex,
falls fiir alle z,y € K gilt

f(A=tx+ty) <A —t)f(zx)+tf(y) firallete]0,1].

Die Funktion f heifit strikt konvex, falls fiir x # y und ¢t € (0,1) eine strikte Ungleichung
gilt.

Bemerkung. Konvexitit einer Funktion ist dquivalent zur Konvexitéat ihres Epigraphen
GH(f)={(z,2) e K xR:z> f(z)} cR"" =R" x R.
Satz 2.3.14. Sei Q C R" offen und konver, f € C*(Q). Dann sind dquivalent

1. f ist konvex

2. fly) > f(z)+ Df(x)(y — ) fir alle z,y €
3. (Df(y) — Df(x))(y —xz) >0 fiir alle x,y € .
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Falls sogar f € C%(Q) so sind die obigen Aussagen zusitzlich dquivalent zu D? f(x) ist positiv
semidefinit fir alle x € Q.

Bemerkung. e Minima strikt konvexer Funktionen sind eindeutig.
e Wie im Eindimensionalen gelten einseitige Implikationen fiir strikte Konvexitét, so folgt
z.B. aus f € C%(Q), 2 C R" offen und konvex, D?f(x) positiv definit fiir alle z € €,

dass f strikt konvex ist.

e Alle obigen Aussagen gelten analog fiir konkave Funktionen.

2.4 Taylorentwicklung im Mehrdimensionalen

Wir erinnern uns an den folgenden Satz aus der Analysis 1.

Satz 2.4.1 (Taylorentwicklung). Sei f € C*¥*(I) fiir ein k € Ny und ¢ € I. Dann gilt

k() (g |
f(ac)zzfj( 0>(x—x0)]+Rk($) fiir x € I,

wobei das Restglied Ry (x) folgende Darstellungen besitzt:

1 €T

Rk(l') = 7 (x — y)k f(k:-i—l)(y) dy (Cauchy) (2.2)
(k+1)
= f(le()g')(x — xo)k—H fiir ein € € [xg,x]  (Lagrange).

Im Folgenden werden wir diese Aussage auf Funktionen in mehreren Verdnderlichen verall-
gemeinern. Dazu zeigen wir zunéichst eine Variante, welche die h6heren Ableitungen in einer
Darstellung als Multilinearformen nutzt.

Definition 2.4.2. Sei Q C R" offen und konvex. Fiir f € C*(Q) definieren wir die k-te
Ableitung D* f(x) im Punkt 2 € Q als k-Linearform D f(z) : R™ x ... x R" — R, wobei

D f() (o) = 30 (0 f) (@) (1), (00, -

T1yeeylp=1

Bemerkung. Wie in Definition 2.3.8 ist dies konsistent mit der Definition der héheren Ablei-
tungen als Ableitung von Ableitungen.

Proposition 2.4.3. Sei f € C*(Q), Q C R™. Fiir zo, x € Q betrachten wir die C*-Funktion
v:[0,1] = R, ()= f(xo+th) mith=x—xo.

Dann gilt
e B (t) = D*f (20 + th) (h,. .., h).
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Beweis. Fiir k =1 gilt die Aussage nach Kettenregel und der Darstellung des totalen Diffe-
rentials durch die Jacobimatrix, denn

@(t) = Df (wo+th)h =D 0;f (wo + th) hs.
i=1

Fiir £ > 2 ergibt sich induktiv mit dem Satz von Schwarz (Satz 2.1.4)

i & )
eW) =2 S (Oh ) (ot ) By

i17 Hig—1=1

= Z Z( A 1zf> :Uo—l—th) hi1---hik_1hi

11yt —1=1 1=1

= D f (zo +th) (h,...,h).
Ul

Satz 2.4.1, angewandt auf die oben definierte Funktion ¢, liefert sofort eine erste Fassung der
mehrdimensionalen Taylorentwicklung.

Lemma 2.4.4. Sei Q C R" offen und konvex, und sei f € C¥TY(Q) fir ein k € Ng. Dann
gibt es zu xg,x € Q ein § = (1 — 1)xg + 72, 7 € [0,1], so dass mit h = x — g gilt:

k .
Dif (xo) (hy...,h) D" f(€)(h,....h)
flz) = Z | + |
— J! (k+1)!
7=0
Beweis. Wir wenden Satz 2.4.1 (Lagrangedarstellung) mit Entwicklungspunkt tg = 0 auf die
C*+1_Funktion ¢(t) = f(xo + th) an. Es ergibt sich Existenz von 7 € [0, 1], so dass

k
1 1
:E :_ J) G+ (7).

Mit Proposition 2.4.3 ergibt die Behauptung. U

Einer der grofleren Hiirden fiir das weitere Vorgehen stellt die Notation dar. Wir nennen
a=(a,...,0p) € Nj einen Multiindex — dieser wird angeben nach welcher Variable wie oft
partiell abgeleitet wird. Sei nun « ein solcher Multiindex, x € R™. Dann schreiben wir

o] =1 +ag+ -+ ay Ordnung von «
al = (o)l (a2)!. .. (ap)! Fakultit von «
z® =t -y Monom mit Exponent «

C=09105% .. .00 Ableitung zum Multiindex a, wobei DY = Id.

Insbesondere wird im Operator D® genau «; mal nach x; differenziert.
Weiters benétigen wir grundlegende Eigenschaften von Polynomen, verallgemeinert auf den
R™.
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Definition 2.4.5. Eine Funktion P : R™ — R heifit Polynom vom Grad k > 0, wenn es
aq € R, |a| <k, gibt mit a, # 0 fiir mindestens ein |a| = k, so dass gilt:

P(z) = Z aqgx®  fur alle x € R™.

Separat betrachten wir die Nullfunktion als sogenanntes Nullpolynom vom Grad -1.

Proposition 2.4.6. Fiir xg € R™ beliebig bilden die Monome (x — x0)® mit 0 < |a| < k eine
Basis des Raums Py, der Polynome vom Grad < k.

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass der Raum der Polynome vom Grad < k auf R™ von
den Monomen vom Grad || < k aufgespannt wird, die Polynome sind ja gerade Linearkom-
binationen der Monome. Davon gibt es aber insgesamt (kj;n) — Beweis durch Induktion {iber
n.

Someit ist nur noch die lineare Unabhéngigkeit der Monome zu zeigen. Diese folgt aber wie
fiir n = 1 aus der Ableitungsregel

P(z) = Y ag (e —20)’ = DP (z9) = alag fiir |a| < k.
|Bl<k

Ist also P = 0 die Nullfunktion, so gilt a, = 0 fiir alle |a| < k. O

Satz 2.4.7 (Taylorentwicklung im R™). Sei Q C R™ offen und konvez, und sei f € C*+1(Q)
fir ein k € No. Dann gibt es zu xg,x € Q ein § = (1 — 7)o+ 72, 7 € [0,1], so dass gilt:

f(.f) _ Z M(IE—%Q)Q—F Z Daf(f) (IL'—.’L'())a.

a! a!
|laf<k la|=k+1
Beweis. Sei a Multiindex der Ordnung |a| = k. Wieviele Tupel (i1, ...,4x) gibt es, in denen
jedes i € {1,...,n} genau «; mal vorkommt? Wéhle «; Stellen fiir ¢ = 1, aus den iibrigen as

Stellen fiir ¢ = 2, etc. Das ergibt die Zahl

(i).(k;;q).m.<k—(a1+6;7;.+an_1))ZWZZ_!!'

Die behauptete Entwicklung folgt nun aus Lemma 2.4.4 und der Vertauschbarkeit der parti-
ellen Ableitungen (Satz 2.1.4), und der Ableitungsregeln fiir partielle Ableitungen. O

Beispiel. Wir berechnen hier mit der Multiindexnotation die Taylorentwicklung erster Ord-
nung im Punkt (1,1) fiir

flz,y) = i:fyj

Esist f(1,1) = 0, und die partiellen Ableitungen der Funktion lauten

D(l’o)f(x’ y) = (.’17 iyy)Q D(O’l)f(x7 y) == (QZ i_xy)Q
(2,0) Yy (1,1) _ 2(z—y) (0,2) 4
D f(x’y)_ (x—i-y)?’ D f(x’y)_ (:v+y)3 D f(x7y)_ ($+y)3
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Das Taylorpolynom erster Ordnung ist somit

Pi(z,y) = f(1,1) + DU (1, 1)((w,y) = (1,1) 0 + DOD £(1,1) (2, y) - (1, 1))
1 1 1

= Se-)-3-1 =3y

Das Restglied lautet in Lagrangedarstellung mit Zwischenpunkt (£, n)

(20) | ()
11!

(2,0)
DTED () — (1))

DO2) f(&,m)
012!

Ri(z,y) = ((2,9) = (1,1))Y

((z,y) = (1,1))?

2 — 12+ (- -1y —1)+&y—1)7)

ey (1@

2.5 Parameterabhingige Integrale

In diesem Abschnitt betrachten wir Integrale, in welchem die Integranden von einem Para-
meter abhéngen, spricht Ausdriicke der Form

waame—ﬁﬂ%wm

wobei I ein Intervall und Q2 C R” sowie f: Qx I — R, f = f(z,y) gegeben sind. Insbesondere
sind wir an der Stetigkeit und Differenzierbarkeit dieser Integrale interessiert.

Bemerkung. Die Schreibweise f = f(z,y) ist niitzlich zur Notation von Funktionen auf Pro-
duktrdumen um anzudeuten, dass das erste Argument aus dem ersten Raum des Produktes
(hier ©) und y aus dem zweiten Raum (hier I) gewéhlt werden.

Im folgenden wird sich folgende Grofle als niitzlich erweisen.
Definition 2.5.1. Als Oszillation einer Funktion f: D — R bezeichnen wir den Ausdruck
osc(f,9) = sup{‘f(a}) —f (m’)‘ cx,2’ €D, |a: —x" < 5}

Bemerkung. Man sieht, dass f genau dann gleichméBig stetig ist, wenn gilt osc(f,d) — 0 fiir
0 —0.

Satz 2.5.2 (Stetigkeit von Parameterintegralen). Sei f : Q@ x I — R, f = f(z,y), wobei
Q C R" offen und I = [a,b] kompakt. Ist f € CO(2 x I), so ist die Funktion

6:9 - Ro@) = [ fa)dy
wohldefiniert und stetig.

Satz 2.5.3 (Differentiation unter dem Integral). Sei f : Q@ x I — R, f = f(z,y), wobei
Q C R"™ offen und I = [a,b] kompakt. Es gelte:

1. f(x,-) ist Riemann-integrierbar fiir jedes x € €.
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2. Die partielle Ableitung BBTJ; existiert und ist stetig auf  x I.

Dann ist ¢ : Q@ — R, ¢(x fI x,y)dy, nach x; partiell differenzierbar, mit
gd) gf (z,y)dy  fir alle z € Q
Lj
Sind f und 2 am , - ..,;Tf in CO(Q x I), so ist p € CH(Q).

Satz 2.5.4 (Kleiner Fubini). Seien I = [a,b], J = [a, ] kompakte Intervalle. Dann gilt

/j </a”f(x,y)dx> dy:/ab </jf(x,y>dy> Ao fir f € COI x J).

2.6 Variationsrechnung

Wir betrachten in diesem Abschnitt Funktionen vom Typ
b
F CYILRY) SR, Flu)= / £t u(t), o' (1)) dt

Es handelt sich hier um reellwertige Funktionen, welche auf einem unendlich dimensionalen
Funktionenraum definiert sind. Solche Ausdriicke nennt man auch Funktionale. Das Funktio-
nal ist definiert durch die Das Funktional F ist dabei definiert durch die zugehorige Lagran-
gefunktion

[ IXxR"XR" - R, f=f(tz,v).

Wir sind insbesondere interessiert an Minima bzw. stationéren Punkten dieser Funktionale.
Somit betrachten wir die Ableitung des Funktionals wenn sich die eingesetzte Funktion u ein
wenig dndert, wir also eine parameterabhéngige Schar von Funktionen

u: (—€p,e0) x I - R",  w=u(et), wobeiu(0,-)=u

in das Integral einsetzen. Dazu betrachten wir die Variation der Funktion u(e, -), also

ou

p: I —R", go(t)za

(07 t)?

so dass u(e, t) ~ u(t) + ep(t).
Bemerkung. Im Folgenden schreiben wir fiir Funktionen f € C1(I x R" x R"), f = f(t,x,v)

Dof = (On, fr- .. 00, f) € C(I x R x R R"),
Dyof = (8o, f,. .., 0y, f) € C(I x R" x R™;R™).

Satz 2.6.1 (Erste Variation). Sei f = f(t,z,v) eine Lagrangefunktion mit f und D, f stetig
differenzierbar auf I x R™ x R™. Fiir u € C? ((—eg,e0) x I,R™) betrachten wir

b ou
60 = Flute)) = [ 1 (aten. Gien )ar
Dann gilt mit ¢ = %(0, ): I — R™ die Formel
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b
PO = [ @stuprde+ [(Df (i) o)), (22.2)

Dabei ist (-,-) das Standardskalarprodukt im R™ und Ly(u) : I — R™ ist gegeben durch

Ly(u) = Daf (tou o) = & [Dof (tu,0)] .

Lemma 2.6.2 (Hauptsatz der Variationsrechnung). Sei I = (a,b). Fiir f € C° (I,R"™) gelte

/b(f, ©) =0 fir alle p € C°(I,R") (22.4)
Dann ist  die Nullfunktion.
Bemerkung. Sei Q@ C R™ offen. Mit C2°(Q2) bezeichnet man die Menge von Funktionen
C>®(Q) = {f € C®(Q) : 3K C Q, K kompakt mit suppf = {f # 0} € K}.
Satz 2.6.3 (Euler-Lagrange-Gleichungen). Sei F(u) = fff (t,u,u') ein Funktional mit f €

C?(I xR*"x R"), f= f(t,z,v). Seiu € C?(I,R") stationdrer Punkt, d.h.

d
—F(u+cep) =0 fir alle p € CF (I,R")
de e=0

Dann gelten die Euler-Lagrange-Gleichungen

of d of L
Li(u)=0 & oz (t,u,u’) ~Ttow (t,u,u/) =0firi=1,...,n
Bemerkung. 1. Insbesondere sehen wir, dass das Erfiillen der Euler-Lagrange-Gleichungen

fiir eine Funktion u eine notwendige Bedingung dafiir ist, dass F(u) im Minimum ist
innerhalb der Menge A = {u € C? (I = (a,b),R") N C°([a,b],R") : u(a) = uq,u(b) =
Up}.

2. Bei den Euler-Lagrange-Gleichungen handelt es sich um ein System von n Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung, wie man durch Ausdifferenzieren des zweiten Terms
sehen kann.

Beispiel. Die Bewegung eines Massenpunkts in einem konservativen Kraftfeld wird durch das
Funktional

b m m
Flu) = /a (5 '|? - V(u(t))) dt, f(t,z,v) = E‘“’Q V()

beschrieben, wobei % [u/ (t)|? die kinetische Energie des Teilchens, und V (u(t)) die potentielle
Energie des Teilchens zum Zeitpunkt ¢ angeben.
Das zugehorige Kraftfeld ist gegeben durch F'(x) = — grad V(z). Damit ergibt sich

0 0

8—i(t,x,v) = Fj(x), a—q‘i(t,x,v) = mu;
Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten somit F'(u) — mu” = 0. Dies sind die Newtonschen
Bewegungsgleichungen.
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Kapitel 3

Diffeomorphismen

3.1 Inverse Funktionen

Definition 3.1.1. Eine Abbildung f: U — V zwischen offenen Mengen U,V C R" heifit
Diffeomorphismus der Klasse C”, wobei r € N U {oc}, falls f bijektiv ist und sowohl f als
auch f~! sind r-mal stetig differenzierbar.

Lemma 3.1.2 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f: U — V' bijektiv mit Umkehrabbildung
g: V= U, wobet U C R™ und V C R™ offen. Ist f in xo und g inyo = f (xo) differenzierbar,
so ist die lineare Abbildung D f (z9) : R™ — R™ invertierbar. insbesondere muss m = n sein.
Weiter gilt

Dg (yo) = Df (x0)™"  mit yo = f (x0)

Lemma 3.1.3 (Hohere Ableitungen der Umkehrfunktion). Seien U,V C R™ offen, und
f:U — V bigektiv. Ist f € C"(U,V) fir ein v € NU {oo}, und ist die Umkehrabbildung
g: V = U differenzierbar, so folgt g € C"(V,U).

Satz 3.1.4 (Banach’scher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, und
F: X — X eine Kontraktion, das heif§t es existiert ein 6 € [0,1) mit

d(F(x), F(y)) < 0d(z,y) fir alle 2.y € X
Dann gibt es genau ein x € X mit F(x) = z.
Bemerkung. Ein x € X mit F(z) = z heift Fixpunkt der Funktion F.

Satz 3.1.5 (iiber die inverse Funktion). Sei f € C(Q,R"), Q C R" offen. Sei xo €  mit
Df(zo) € L(R™,R™) invertierbar. Dann existiert eine offene Umgebung U von xq, so dass

1. f(V) ist eine offene Umgebung von yo = f(xo),

2. flu: U — V ist ein Diffeomorphismus der Klasse C*.
Bemerkung. Falls f € C"(2), r € NU {oo}, so ist auch f~1 € C"(V,U).
Beweis. Schritt 1: Umformulierung als Fixpunktproblem ¢, (z) = zo + D f(zo) " (y — f(zo) —
Ry(z)) = .
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Schritt 2: Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes auf ¢, in hinreichend kleinen Umge-
bungen, also x € Bs(xg) und y € Be(f(x0)).

Schritt 3: Invertierbarkeit im Punkt xg, dann Invertierbarkeit auf ganz U = Bs(x(), nachdem
Df auch nahe x( invertierbar sein muss. O

Folgerung 3.1.6. Sei Q C R” offen, f € C'(Q,R"). Falls Df(x) invertierbar ist fiir alle
z € Q, soist f(2) C R™ offen.

3.2 Implizite Funktionen

Satz 3.2.1 (iiber die implizite Funktion). Sei Q@ C R™ x R¥ offen, f € C1(,R¥) und sei
f(z0,90) = 20. Falls Dy f(z0,y0) € L(R*,R¥) invertierbar ist, so gibt es offene Umgebungen
U CR™ von zg und V C R¥ von yo, sowie eine Funktion g € C*(U,V) mit

{(x,y) eU XV : f(z,y) =20} = {(z,9(x)) : z € U}.
Weiters gilt, dass firr € NU{oo} gilt
f e (RN =€ CT(Q,RF).

3.3 Untermannigfaltigkeiten

Definition 3.3.1. Sei 1 < m < n. Eine Menge M C R"” heifit m-dimensionale Untermannig-
faltigkeit des R™ der Klasse C", wobei € N U {oc}, falls gilt: zu jedem p € M gibt es eine
offene Umgebung 2 C R™ und einen C"-Diffeomorphismus ¢: Q — ¢(Q2) mit

(M N Q) = (R™ x {0}) N ().
Bemerkung. Der Diffeomorphismus ¢ heifit auch (lokale) Plattung von M.
Satz 3.3.2. Sei M C R™ und m + k =n. Dann sind dquivalent

1. M ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C”

2. Niveaumengenkriterium: Zu jedem p € M gibt es eine offene Umgebung 2 C R™ und
eine Funktion f € CT(,RF), so dass M NQ = f~1({0}) und rank Df(p) = k

3. Graphenkriterium: Zu p € M gibt es eine offene Umgebung U x V. C R™ x R¥ und
g € C"(U,V), so dass nach geeigneter Permutation der Koordinaten gilt

MNUxV)={(z,g9(x)) :z € U}.

Definition 3.3.3. Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor von M C R™ im Punkt p €
M, falls es eine Abbildung 7: (—€,¢) — M gibt mit v(0) = p, 7/(0) = v. Die Menge der
Tangentialvektoren von M im Punkt p ist der Tangentialraum 7, M.

Folgerung 3.3.4. Sei M C R" eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit, und n =
m+k. Istpe MNQ = f~1{0}) fiir eine Funktion f € C*(Q,R*) mit rank Df(p) = k, so
gilt

T,M =ker Df(p).

Insbesondere ist T, M eine m-dimensionaler Unterraum des R™.
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3.4 Extrema mit Nebenbedingungen

Satz 3.4.1. Sei f € CYQ,RF), Q C R"™ offen. Die Funktion ¢ € CY(Q) habe in p ein
Minimum unter der Nebenbedingung f(q) = 2o, also

f(p) =20 und (p) <p(q) firaleqeQ mit f(q) = 2.

Falls rank D f (p) = k, so existieren A1, ..., A € R mit gradp(p) = Z?:l Ajgradfi(p).

27



Kapitel 4

Gewohnliche
Differentialgleichungen

4.1 Das Anfangswertproblem

Definition 4.1.1. Sei G offen in R x R® und f € C°(G,R"), f = f(t,z). Eine Funktion
r € CH(I,R"), I C R Intervall, heiit Losung der Differentialgleichung x’ = f(-, z), falls

2'(t) = f(t,z(t)) fiir alle t € 4.

Insbesondere muss gelten (¢, z(t)) € G.
Gilt weiters
x(tg) = xo fiir gegebene (g, z9) € G,

so ist x eine Losung des zugehorigen Anfangswertproblems (kurz AWP).

Satz 4.1.2. Sei G C R x R™ offen, f € C°(G,R") und D, f € CO(G,R™". Sei I > ty ein
offenes Interval, so hat das Anfangswertproblem

= f(x) af T alty) =z
héchstens eine Losung x € CH(I,R™).

Lemma 4.1.3. Sei f € C°(G,R") mit G C R xR"™ offen und sei D, f € CO(G,R™™). Dann
existiert zu Uc(zg,to) = (to — €,t0 + €) X Be(xg) C K C G, mit K kompakt eine Konstante
L >0 mat

|f(t,x0) — f(t,z2)| < Llz1 — x2| fiir alle (t,x1),(t,x2) € Ue(xo,to).

Bemerkung. Funktionen f: Q — R", welche fiir ein L > 0 die Ungleichung |f(z) — f(y)| <
L|z — y| erfiillen nennt man Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L.

Satz 4.1.4 (Picard-Lindelof). Sei G C R x R™ offen, f € C°(G,R") und D, f € C°(G,R™*"
sowie (to,xo) € G. Dann existiert 6 > 0, so dass das Anfangswertproblem

v = f(,x) auf I = (to—d,to+96) x(tg) = xo

eine Losung x € C1(I,R™) besitzt.
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Satz 4.1.5 (CY ist ein Banachraum). Sei I C R ein Intervall. Dann ist C°(I,R"), zusammen
mit der sup-Norm ||u||eo = sup,c |u(x)|, ein Banachraum.

Lemma 4.1.6. Sei f € C°(G,R"), (ty,z0) € G, und I offenes Intervall mit to € I. Fiir
x: I — R™ mit mit {(t,x(t)) : t € I} C G sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1. z € CY(I,R") ist Lésung des Anfangswertproblems

2 (t) = f(t,z(t)) fir allet € I, z(ty) = xo.
2. x € COI,R") erfillt die Gleichung

x(t) = xo + tf(s,m(s)) ds fir allet € I.
to

Bemerkung. Setzen wir

tT = sup{t > to : es existiert eine Losung des AWP auf [to,t)}
t~ =inf{t <ty : es existiert eine Losung des AWP auf (¢, ]},

so folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof (Satz 4.1.4), dass t~ < to < tT. Weiters léisst sich
auf dem Interval (¢7,¢") mit Hilfe von Satz 4.1.2 eine eindeutige Losung definieren. Diese
Losung wird auch maximale Losung des AWP genannt.

Satz 4.1.7 (Lebensdauer). Sei f : (a,b) x D — R™ mit f, D, f stetig, wobei D C R™ offen
und —co < a <ty < f <oo. Es seix: (t,t7) — D die mazimale Lésung von

l',:f(',l'),l'(to) =x0 € D.

Fualls t+ < f3, so verlisst x(t) fir t / t* jedes Kompaktum, das heifit fir jedes K C D
kompakt existiert 6 > 0, so dass x(t) ¢ K firt > tt — 4. Entsprechendes gilt im Fall t~ > a.

Bemerkung. Im Fall D = R" besagt der Satz

th <b= lim |z(t)] =c0 bzw. t >a= lim |z(t)| = oo.
t e+ Nt~

Beweis. Sei tT < bund K C D kompakt. Angenommen es gibt ein 7 < t* mit z(t) € K fiir
alle t € (7,t1). Da f stetig, ist M =sup{|f(t,z)| : t € [to,t"],2 € K} < oo und es folgt

to
@ () — 2 ()] = / F(te()dt < Mty — | fiir alle t15 € [0,67).
t1

Somit existiert #¥ = lim, »+ x(t) € K. Nach dem Satz von Picard-Lindelof (Satz 4.1.4) gibt
es nun auf einem Intervall I = (t* — 7,t* + 7) (mit gegebenenfalls kleinerem 7) eine Losung
y des Anfangswertproblems

y=f(y) auf I, y(t7)=a".

Nach dem Eindeutigkeitssatz (4.1.2) stimmen x und y links von ¢*{iberein, also ergibt Zu-
sammensetzen eine Losung Z der Differentialgleichung auf [tg,t" + 7) mit & (ty) = z9, im
Widerspruch zur Maximalitéit von ¢7.
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Der Satz ist damit nicht ganz gezeigt, denn die obige indirekte Annahme schliefit nicht
ein oszillierendes Verhalten aus, bei dem die Losung fiir ¢ ¢+ immer wieder nach
K zuriickkommt. Aber angenommen es gibt eine Folge ¢ * t* mit xz(t;) € K. Aus
Kompaktheitsgriinden gilt K = {zr € R" :dist(z, K) < p} C D fir o > 0 klein, sowie
M = sup {]f(t,x)\ it € [to,tT],z € K’} < 0o. Wie schon gezeigt ist

i = sup {t >tz ([tr, t]) C f(} <t
und es folgt

CF(t () dt

0<Q§‘l‘(£]€)—x(tk)‘: SM(Ek—tk)
ty
Fiir ¢, hinreichend nahe bei ¢t ist dies ein Widerspruch, und der Beweis ist komplett. U

Satz 4.1.8 (Langzeitexistenz). Sei f : (a, 5) x R™ — R™ mit f, D, f stetig und —oo < av <
to < B < 00. Es gebe a,b € C°((a, B)) mit a >0, so dass gilt

|f(t, )| <a(t)|z|+0b(t) firalete (a,B), x € R™.
Dann ist das Anfangswertproblem x' = f(-,z), xz(to) = xo € R™, auf ganz («, B) ldsbar.

Bemerkung. In den Beweisen zur Eindeutigkeit und Kurzzeitexistenz haben wir jeweils nur die
Lipschitzstetigkeit in der zweiten Variable der Funktion f € C%(G,R"), f = f(t,z) benutzt.
Auch die Wachstumsbedingung im Satz zur Langzeitexistenz folgt aus Lipschitzstetigkeit.
Wir fassen also zusammen

1. Es sei f € CY%G,R"), G = (a,b) x D offen, a > —o00, b < +00, (tp,70) € G und
f = f(t,x) lokal Lipschitzstetig in der zweiten Variablen, das heifit zu x € D existiert
L > 0,6 >0, so dass

F(t.2) — f(t.y)| < Lle —y| firalley € D, [z —y| <6,

dann existiert 7 > 0, so dass das AWP 2z’ = f(-,z), z(to) = x¢ auf (tg — 7,to + 7) eine
eindeutige Losung besitzt.

2. Es sei f € C°(G,R"), G = (a,b) x D offen, a > —o0, b < 400, (tg,79) € G und
f = f(t,z) global Lipschitzstetig in der zweiten Variablen, das heifit es existiert L > 0
mit

|f(t,x) — f(t,y)| < Llz —y| fur alle z,y € D,

eine eindeutig Losung des AWP 2/ = f(-,z), z(tg) = zo auf (a,b).

4.2 Lineare Differentialgleichungen
Wir betrachten das Problem
2'(t) = A(t)z(t) +b(t) fir t € (o, B), z(to) = 20,

wobei A : I — R™™ b: ] — R" sowie z : [ — R™. Lineare Anfangswertprobleme besitzen
nach Satz 4.1.8 immer eine eindeutige Losung fiir alle Zeit, falls A und b stetig von der Zeit
abhéngen.
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Fiir b =0 und n = 1 bekommen wir die Lésung
¢
z(t) = xo exp/ A(s) ds.
to

Satz 4.2.1 (Anfangswertisomorphismus). Sei A € C° (I, K™*") fiir K = R oder K = C. Dann
ist die Menge Ly = {x € C*(I,K") : 2/ = Az auf I} ein n-dimensionaler K Vektorraum,
genauer ist fiir jedes ty € I die Abbildung

5t0 : LA — K",(Sto(ac) = (t())
ein Vektorraumisomorphismus.

Wir kénnen nun ein sog. Fundamentalsystem der homogenen linearen gewdhnlichen Differen-
tialgleichung /(t) = A(t)z(t) konstruieren, indem wir das Anfangswertproblem

() = A(t)z;(t) x;(to) = ¢;

16sen. Hier ist e; der j-te Vektor der Standardbasis. Wir setzen die Losungen z;(t) in einer
Matrix zusammen, also

X(t) = (x1(t), z2(t), ..., zn(t)).
Mithilfe dieses Fundamentalsystems lésst sich auch das inhomogene System 16sen.

Satz 4.2.2 (Variation der Konstanten). Betrachte fiir x € C* (I, K") das Problem

2'(t) = At)z(t) + b(t) auf I, x(to) = x9 € K"

wobei A € CO(I,K™") und b € C°(I,K"). Sei X € C*(I,K"*") ein Fundamentalsystem
der homogenen Gleichung mit X (tg) = E,. Dann lautet die eindeutige Losung

t

2(t) = X (t) (m + X(s)—lb(s)ds)

Satz 4.2.3. Die ]]\v/[atrim—Exponentialabbildung, definiert durch die absolut konvergente Reihe
exp(A) = > 10p ’2—! fir A € K", hat folgende Eigenschaften:

1. exp : K™ — Gl,(K) und exp(0) = E,.

2. det(exp(A)) = exp(tr(4)).

3. exp (SAS™!) = Sexp(A)S™! fiir alle A € K™, S € Gl,(K).
4. exp(A+ B) = exp(A) exp(B), falls [A,B] = AB— BA=0.

to

Satz 4.2.4 (Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten). Fir A € K™*" ist

X :R—= K™  X(t) =exp(tA).
die Losung des Anfangswertproblems X' = AX, X (0) = E,. Die Spaltenvektoren x;(t), j =

1,...,n, sind ein Fundamentalsystem fir ' = Az mit Anfangswerten z;(0) = e;.

Bemerkung. Falls A diagonalisierbar ist, folgt mit Punkt 3 des Satzes 4.2.3, dass sich eine Ei-
genbasis finden ldsst, in welcher die Gleichung in n unabhéngige skalare Gleichungen zerfallt.
Deren Losungen sind dann Exponentialabbildungen.

Im anderen Fall ist die Sache etwas komplizierter.
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