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Aufgabe 1 (Normierte Vektorrdume) (4 Punkte)
Beweisen Sie Proposition 1.3.5: Ein normierter Vektorraum ist ein topologischer Vektorraum und die
Topologie ist Hausdorffsch.

Aufgabe 2 (Konvexitit) (4 Punkte)
Sei X ein Vektorraum iiber K € {C,R}. Eine Menge E C X heifit konvez falls fiir alle z,y € E und
A €]0,1] gilt, dass Az + (1 — Ny € E.

(i) Sei X ein normierter Vektorraum. Zeigen Sie, dass die abgeschlossene Einheitskugel m ={zxe
X : ||z|| <1} konvex ist.

(ii) Sei X ein Prahilbertraum. Zeigen Sie, dass Bj(0) strikt konvex im folgenden Sinn ist: Falls
z,y € B1(0), z # y und A € (0,1), so gilt |[A\x + (1 — N)y|| < 1.

Tipp: Betrachten Sie die Funktion f(\) = ||Az + (1 — N)y||? und deren 2weite Ableitung.

Aufgabe 3 (Aquivalenz der p-Normen) (4 Punkte)
Zeigen Sie direkt die Aquivalenz der p-Normen fiir p € [1, 00] auf R™, gegeben durch

n 1/p
|||, = (Z |9Cj|”) fiir p € [1, 00)
j=1

bzw
|[z[loo = max |z

e{1,...,n}
indem Sie explizit Konstanten ¢ und C fiir die Ungleichung
cllzllg < llzllp < Cllllg  fir p,q € [1,00]

angeben.

Aufgabe 4 (Prahilbertrdume) (4 Punkte)
Sei X ein Préahilbertraum und z,y € X.

(i) Zeigen Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
|, ) < ]l - [lyl]-
(ii) Zeigen Sie die Parallelogrammidentitat
[l + ylI” + [l =yl = 2(||zl* + [ly1I*)
der durch das Skalarprodukt induzierten Norm ||z|| = /(z, z).
Aufgabe 5 (Gleiche Anwesenheitsaufgabe, zweiter Versuch)
Besprechen Sie den Satz von Heine-Borel. Betrachten Sie die Menge C([0, 1]) aller stetigen Funktionen

mit der Supremumsnorm || f||ec = sup,cp 17 [f(2)]- Beweisen Sie die Vollsténdigkeit und konstruieren
Sie eine Folge, die keine konvergente Teilfolge enthélt.
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