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Aufgabe 1 (Gradient, Rotation, Divergenz) (4 Punkte)
Die Differentialoperatoren grad, rot und div sind im R? wie folgt definiert:

grad f = (01f,02f,05f),
rot X = (32X3 — 03X9,03 X1 — 01 X3,01 X9 — 82X1),
div X = 01 X1 + X + 03X3.
(i) Zeigen Sie fiir f € C%(Q) und X € C?(Q,R3), dass
rot grad f =0, divrot X =0.
(ii) Sei g : R3\ {0} — R3 mit g(x) = —z/|z|. Zeigen Sie, dass das Gravitationsfeld g weg vom
Ursprung quellen- und wirbelfrei ist, d.h. es gilt

divg=0, rotg=0.

Aufgabe 2 (Ableitung der Determinante) (4 Punkte)

(i) Begriinden Sie, dass f : R"*" — R mit f(X) = det(X) an der Stelle X = E,, differenzierbar ist
mit der Ableitung
Df(En,)H =tr(H) fir H = (h;;) € R™",

wobei tr(H) = Y i"; hi; die Spur von H bezeichnet.

Hinweis: Die Ableitung D f(E,) : R"*™ — R definiert eine lineare Abbildung auf dem Raum der
quadratischen Matrizen. Fiir die Determinante kénnen Sie z.B. die Leibniz-Formel verwenden:

det(X) = Z Sign(0)T15(1) -+ - Tpom)  fir X = (x5).
oESy

(ii) Sei X € GL(n,R) ein Element der allgemeinen linearen Gruppe. Zeigen Sie firr f(X) = det X,

dass
Df(X)H = (det X)tr(X 'H).
Aufgabe 3 (Richtungsableitungen und Stetigkeit) (4 Punkte)
Sei f:R? = R mit f(z,y) = % fir (z,y) # (0,0) und f(0,0) = 0.
(i) Zeigen Sie, dass in p = (0,0) alle Richtungsableitungen existieren, also fiir alle v € R? der
Grenzwert h
i £ @+ ) = £(p)
h—0 h
existiert.

(ii) Zeigen Sie, dass f in (0,0) nicht stetig (und somit nicht differenzierbar) ist. Kann man auch
schon direkt an den berechneten Richtungsableitungen sehen, dass diese nicht von einer totalen
Ableitung kommen kénnen? Wenn ja, wie?



Aufgabe 4 (Partielle Ableitung) (4 Punkte)
Sei U C R” offen und F : U — R’ partiell differenzierbar. Seien die partiellen Ableitungen von f
beschrankt, d.h. fiir alle i = 1,...,k gelte sup,cys |0 f(z)| < co. Zeigen Sie, dass dann f stetig ist.

Aufgabe 5 (Anwesenheitsaufgabe)
Besprechen Sie das Konzept des totalen Differentials im R™ im Sinne einer linearen Approximation
einer Funktion. Illustrieren Sie dies anhand von Beispielen.
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