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0 Motivation

Die Funktionalanalysis bzw. lineare Funktionalanalysis besteht im wesentlichen aus Ana-
lysis bzw. linearer Algebra auf unendlich-dimensionalen Réumen. Eine typische Frage
aus der linearen Algebra ist die folgende: ,Seien X,Y Vektorrdume und A : X — Y
eine lineare, stetige Abbildung. Hat dann A eine stetige Inverse? Falls nein, wo liegt der
,Defekt“?7¢

Beispiel. Seien U C R™ offen mit glattem Rand und X,Y die Vektorrdume
X={uecC*(U)NCM):u=0aufdU}, Y =C(U).

Wir definieren ferner die Abbildung
A X 2Y, Aw) =-Aw) =) —

A ist invertierbar genau dann, wenn das Gleichungssystem
o —Au(x) = f(z) Vx € U,
o u=0 auf OU

eine Losung fir alle f € Y besitzt. Klassisch kann man die Gleichung punktweise inter-
pretieren. Fine andere Herangehensweise ist die folgende: wir interpretieren u als einen
Punkt (bzw. Vektor) in X und —A als einen linearen Operator von X nach Y. Die Abbil-
dung A ist stetig bzgl. der sup-Norm, linear und injektiv (Ubungsaufgabe); allerdings ist
A nicht surjektiv. Daher ist C? ein schlechter Funktionenraum fir den Laplace-Operator.

Viel besser sind z.B. Holder- und Sobolev-Rdume.
Die Themen dieser Vorlesung werden im wesentlichen die folgenden sein:
e R&ume, Normen, Topologien,
e Lineare Operatoren und deren Eigenschaften,

e Das konkretisieren abstrakter Theorien auf Raume wie z.B. LP.

1 Prolegomena

1.1 Grundlegende Strukturen

Die folgenden Begriffe werden als bekannt vorausgesetzt:



Topologien mit Abschluss, Innerem, Umgebungen, Basis, Subbasis, Stetigkeit, Se-

parabilitdt und Konvergenz.

Metriken und davon induzierte Topologien, Vollstédndigkeit.

Vektorrdume, Normen und Skalarprodukte; insbesondere Banach- und Hilbert-

Réiume.

Kompaktheit, Zusammenhang zwischen Uberdeckungs- und Folgenkompaktheit,

Satz von Riesz.

1.2 Einfache Beispielrdaume
1.2.1 Endlich-dimensionale Vektorraume
Wir betrachten die Rdume K" mit K € {R, C}. Mit den [P~-Normen

n 1/p
[zl = [lz]lp = (Z !wz‘\p) und [[zfle = max |z
i

L...
z:1 { bl 7”}

werden diese zu Banachraumen.

1.2.2 Folgenraume

Wir betrachten die Menge der Folgen mit Werten in K, welche wir mit IK™N bezeichnen,

und definieren darauf die [P-Norm:
0o 1/p oo
= (Z \azi|p> Ve € KN mit Z |z; P < o0,
=1 =1
[°°(x) := sup |x;].
i€IN

Satz 1.2.1. Es gilt:

(i) KN ist ein metrischer Rawm mit der Fréchet-Metrik

o
d:]K]Nx]K]N—HR, d(z,y) = o(x — y) wobei 9= . |ZJ|
(z,y) = o(z — y) o(z ]Zl Tl

N.b.: die Funktion d bzw. ¢ ist wohldefiniert, da lf‘d” < 1 ist, d.-h. o(z) <
Y27 =1



(ii) Die Metrik d induziert eintragsweise Konvergenz auf KN, d.h. fiir jede Folge von

Folgen (z;)jen C KN gilt:

25y e KN = (2;); by e RVieN

(ii7) (KN, d) ist vollstindig.
(tv) Fir jedes p € [1,00] ist
PK) == {z € KN : ||z|[p < o0}

mit der [P-Norm ein Banachraum.

(U) (l27 ('7 ')l2) wober
(%,y)p = Z$] yij
j=1
ist, ist ein Hilbertraum.
Beweis. (i) Ubungsaufgabe.

k—o0 ‘s‘

(i) Seien zp,y € KN V& € N mit o(x), — y) ——= 0. Dann folgt mit go(s) := T

oo((zp)i — i) <2 olag —y) 2250 Vi € N

— (k)i — v 2220 = (1) 2y Vie N
Fiir die Riickrichtung gelte (z); koo, y; Vi € IN. Dann folgt Vj € IN:
olar —2)=> 27 go((zn)i — )+ D 27" oo(ar)i — i)

i=1 i=j+1 pel

J
<D 27 oo(a)i — wi) +27
=1

k—o00 2_j
| —00
Emiayy

also auch p(x — ) LNy}

(iii) Ist (x1)ren eine Cauchy-Folge in (K™, d), so ist nach (ii) jeder Eintrag von x, eine
Cauchy-Folge in K. Nach Vollstédndigkeit von R und C folgt aus (i7) die Behaup-
tung.



(1v) Dies ist ein Spezialfall der Tatsache, dass LP(u) ein Banachraum ist (wobei p das
Zahlmafl auf IN sei). Die Positiv-Definitheit und 1-Homogenitéit von || - || sind
klar. Zur Dreiecksungleichung seien = = (z;)ieN, ¥ = (¥i)ien in IP(K) und fiir jedes
n € N seien z" = (z1,...,2,) und y" = (y1,...,yn). Dann gilt aber dank der

Dreiecksungleichung im endlich-dimensionalen Fall:
2" 4+ " p < [a"[p + [y"|p <[]l +[lyllw < oo

Mit n — oo folgt die Dreiecksungleichung.
Zur Vollsténdigkeit sei (zx)gen eine Cauchy-Folge in [P(IK). Dank

[(@r)i — ()il < |2k — 24]l

sind alle Eintriage (xy); fiir jedes i € IN Cauchy-Folgen in KK mit Limiten y;. Fiir
jedes n € IN und p € [1, 00) folgt dann fiir hinreichend grofie [ € IN:

n n
D l@k)i = wil? <Y 1w — (@)il? < o — il lf,
=1 1=1
also gilt:

i—1 l—00

n 1/p
(Z |(zk); — yﬁ’) <limsup||zr — z||;p =: € < 00

fiir alle n € IN. Diese Eigenschaft setzt sich auch auf den Limes fort, d.h. es gilt:

da die Summe rechts existiert

oo p | n 1/p
[k — yllw = (Zluxk)i—yirp) = (Zm»—w) <ep <00

=1
k—o0

Damit ist 2 — y € IP(K) und ||z — y||» < ep —— 0.

(v) Es geniigt hier, zu zeigen, dass (-, -);2 ein Skalarprodukt ist, was klar ist.

1.2.3 Beschrankte Funktionen

Sei S eine Menge und Y ein K-Banachraum. Wir betrachten

B(S,Y):={f:8 = Y| f(S) beschréankte Teilmenge von Y }.



Satz 1.2.2. Mit der Supremumsnorm
fllBs,yy = sup || f(@)|ly
zeSs

ist B(S,Y) ein Banachraum.

Beweis. Sei also (fx)renw eine Cauchy-Folge in B(S,Y). Fiir jedes z € S ist dann
(fx(x))kenw eine Cauchy-Folge in Y, dessen Grenzwert wir mit f(z) bezeichnen (dieser
existiert, da Y ein Banachraum ist). Damit gilt Vo € S,k € IN:

[F(@) — felw)| = Jim |i(a) — fulo)] < Tminf |1y — ful pcsy) ()
Damit ist f eine beschrinkte Funktion; insbesondere gilt:
1 llBsy) < 1 fullssy) +Hminf || fi = fill pes,y)-

lB(s,v)
R

fs
da die Abschétzung unabhéingig von x ist. O

Fiir k — oo konvergiert die rechte Seite in () gegen 0, und somit folgt: fx

1.2.4 Stetige und differenzierbare Funktionen

Satz 1.2.3. Sei S C R™ abgeschlossen und beschrinkt und Y ein IK-Banachraum. Dann
ist der Raum der stetigen Funktionen von S nach Y, C(S,Y), zusammen mit der Su-

premumsnorm || - ||c(s;y) ein Banachraum.

Beweis. Die Existenz des Limes folgt wie in Satz 1.2. Ferner wissen wir, dass der
gleichmiflige Limes stetiger Funktionen selbst stetig ist. Dank (%) aus Satz 1.2 (folgt
hier analog) und der Tatsache, dass die rechte Seite fiir & — oo gegen 0 konvergiert,

erhalten wir Ve > 0:
3K € N:Vk 2 K : e > liminf[[fy — fillos,y) 2 Sug\f(fﬁ) — fi@)| = [If = fellosyy
S e

d.h. f ist der gleichméfige Limes von (fx)ken, d.h. f ist selbst stetig und damit in
C(S,Y). O

Bemerkung. (i) Auf unbeschrinkten Mengen oder nicht abgeschlossenen S C R™
sind stetige Funktionen nicht notwendigerweise beschrinkt, womit || - || sy keine
Norm auf diesem Raum mehr ist. Man kann stattdessen die beschrinkten, stetigen

Funktionen betrachten (mit gleichem Resultat wie in Satz 1.2.3). Alternativ seien

UKj:S

JEN

(K;)jenw Kompakta, sodass



gilt; wir nutzen

[ fllewx, vy
d(f,g) :== o(f — g) mit o(f 27—
(f,9) = of Z [T —

als Fréchet-Metrik und erhalten wieder einen vollstindigen, metrischen Raum.

(i7) m-mal differenzierbare Funktionen auf Kompakta im R™ bilden mit der Supre-

mumsnorm tber alle Ableitungen,
m .
1 fllem(syy == sup Y 107 F(@)]lymi;
zeS =0
ebenfalls einen Banachraum.

N.b.: es gilt DI f(zx) € ym<-—xm = ym/

(7i1) Fiir C* kénnen wir erneut eine Fréchet-Metrik benutzen:

(o'} Dj
d(f,9) := o(f — g) mit o(f 22 7. M.
Jj=

(tv) Wir kennen auch die stetigen bzw. differenzierbaren Funktionen mit kompaktem
Triger. Der Raum dieser Funktionen ist zundchst kein Banachraum, da wir eine
Cauchy-Folge von Funktionen konstruieren konnen, deren Trdger immer weiter

wichst; der Limes hdtte dann keinen kompakten Trdger mehr.

1.2.5 Holderraume

Fiir eine Funktion f : S — Y wie im vorhergegangenen Abschnitt (fiir eine Menge
S C R™) betrachten wir die Norm

1 fllce = sup[F(@)ly + sup @) = FWly
zeSs x,?fs ’x_y’a
zty

fiir einen Parameter o € (0, 1]. Der Raum
C=A{f: S =2 Y [|[flloe < oo}

heifit Holderraum. Fiir o = 1 ist dies die Menge aller Lipschitz-stetigen Funktionen.



1.3 LP-Rdume (Teil 1)
1.3.1 Erinnerungen

Wir kennen die Definition von L' () fiir ein Maf8 z1, wobei wir i.d.R. als i das Lebesgue-
Maf auf einer Menge 2 C R"™ wiihlen (wir schreiben dann auch L'(Q2) oder L*(Q, u1)).
Wichtig sind die Konvergenzsétze:

e Satz der monotonen Konvergenz (bzw. Satz von Levi)

e Satz der majorisierten/dominierten Konvergenz (bzw. Satz von Lebesgue)
e Fatou’s Lemma

e Satz von Tonelli & Fubini

Wir kennen auch die Definition von LP(u) fiir p € [1, 00| und seine wichtigen Eigenschaf-
ten (z.B. die Tatsache, dass LP(u) ein Banachraum ist, i.e. der Satz von Fischer-Riesz).

Besonders wichtig ist die Holder-Ungleichung.
Satz 1.3.1 (Holder-Ungleichung). Seien p,q € [1, 00| mit % + % =1 sowie f € LP und
g € L1. Dann ist fg € L', und es gilt:

fgller < [fllzr - llgllLa
Beweis. Bereits in Analysis 111 erbracht. O

Bemerkung. (i) Fir Funktionen fi,..., fr mit f; € LPi Vi € {1,...,k} und

gilt:

k k
f=11fer? und [|fllr <J]IIfillee-

i=1 i=1

(1) Falls f € LP N LY fiir p,q € [1,00] ist, so ist f € L" ¥r € [p,q], und es gilt die
Interpolationsungleichung:

l—«o

_ 1
1Nl < AN - A1 wobes - = .

+

R

Oft sind auch die lokalen LP-Riume niitzlich.

Definition 1.3.2. Fiir p € [1,00] setzen wir

L (Q):={f: Q= K| f|lx € LP(K) ¥V Kompakta K C Q}



und schreiben fp, — f in LY (Q) falls fn|k — flik in LP(K) fir alle Kompakta K C Q

loc

gilt.

1.3.2 Dichtheit glatter Funktionen und Separabilitit

Satz 1.3.3. Der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger, C.(R™), liegt
dicht in L'(R™).

Beweis. Es geniigt, nicht-negative Funktionen zu betrachten. Ansonsten schreiben wir
f = f* — f~ und behandeln die Teile separat. Bekannt ist, dass eine monotone Folge
von nicht-negativen Treppenfunktionen (fi)ren existiert, sodass fr — f in L' gilt.
Es geniigt also, Treppenfunktionen f € LY(R"), f = 2?21 ap - Xg, zu betrachten.
Somit miissen wir sogar nur charakteristische Funktionen Xg fiir eine messbare Menge
E C R™ mit A"(E) < oo betrachten (denn ist A"(E) = oo, so muss das zugehorige o
Null sein, da sonst die Treppenfunktion nicht mehr in L! ist, also kénnen wir solche
Mengen ignorieren). Die Menge E koénnen wir aber von innen durch Kompakta K C E
approximieren (nach dem Satz von Lusin), d.h. es geniigt, X fiir eine kompakte Menge

K C R"™ zu betrachten. Wir nutzen hierfiir die Funktionen

1—j-dist(x, K) dist(z,K)<1/j
b € CLR™), hy(a) = j (z, K) (2, K) /!77
0 sonst

welche folgende Form haben:

hj(z)

—1/j— — K — —1/j—

Diese Funktionen sind stetig und haben einen kompakten Triger (da wir eine Kugel
B,(z) C R" mit K C B,(z) finden kénnen, d.h. supp(h;) C m) Ferner wissen
wir, dass h; fiir j — oo punktweise gegen X konvergiert, denn h;(x) = 0 fiir j > m
Vax ¢ K. Der Satz der majorisierten Konvergenz impliziert nun, dass auch ein jo € IN

mit ||hj, — Xk||p1 < € existiert. O

Notation. Wir nutzen folgende Hilfsfunktionen:

|Z7‘ z#0
sgn: C — B1(0), sgn(z) = ,

0 z =



T, :C— C, T,(z) =sgn(z) - min{|z|,n}.
Satz 1.3.4. Sei Q C R" offen. Dann liegt C.(2) dicht in LP(SY) fir jedes p € [1,00).

Beweis. Seien f € LP(2) und € > 0 beliebig.
Behauptung: Es existiert eine Funktion g € L>(2) und ein Kompaktum K C €2, sodass
g(z) =0Vz € Q\ K und ||g — fl|lzr < € gilt.

Beweis der Behauptung: Sei (Kj)jen eine Folge kompakter Teilmengen von €2, sodass
n—oo

Ujen K = Qund K; € Kjyq1 Vj € Nist. Sei f, := Xk, - (Tno f). Dann gilt f,, —— f
f.i., da f f.i. endlich sein muss, d.h. fiir fast alle x €  erreicht f,, fiir hinreichend grofie

n den Wert f(x). Da f eine Majorante von f, ist, liefert der Satz der majorisierten

Konvergenz ||fn, — f||lzr ——= 0. Fiir ein hinreichend groBes n € IN gilt daher ||f, —

fllzr < &; per Definition ist f,, beschrinkt und auBerhalb von K, Null, also folgt mit
g := fp und K := K,, die Behauptung. |

Dank Satz 1.6 existiert V6 > 0 ein g5 € C.(R™) mit
lg = gsllzr ) < llg — gsllrmny <9, (*)
denn setzen wir g auBerhalb von K durch 0 fort, so ist g € L*(R"), da g € L>(Q), d.h.
dee R : |g(x)| < c fiir Mfast alle x € K

— Nl = [ loldr= [ lol dh < AK) ¢ < o,

Wir nutzen dieselbe Konstruktion wie im Beweis von Satz 1.6:

bi(x) = 1—j-dist(z, K) dist(z,K) < 1/j

0 sonst

und setzen g; = ¢; - g5. Folglich gilt fiir hinreichend groie j € IN: supp(g;) C supp(¢;),
denn nach Konstruktion existiert eine weitere kompakte Menge K’ (i.e. K41 im Beweis
der Existenz von g), sodass K C K’ C Q ist, und damit ist dist(K,09Q) > 0. Damit

wissen wir, dass (fiir hinreichend grofie j € IN) gilt:
supp(g;) C supp(¢;) C Q und supp(g;) C supp(¢;) ist beschrinkt = g; € C.(Q).
Ferner gilt (da g =0 und ¢; <1=g; < g5 auf Q\ K und ¢; =1 = g; = g5 auf K):
lg = gillre) < llg = gsllr@) = 9—g; € L'().

Wir diirfen annehmen, dass ||gj||r=(q) < [|g[ze(q) ist; ansonsten ersetzen wir g; durch



Tligll oo @ © gj, und kommen damit der Funktion g nur néher (d.h. die obige Ungleichung
gilt weiterhin). Damit ist g — g; € L*°(£2). Die Interpolationsungleichung liefert:
- ~ 1 11
g = Gill ooy < llg = Gill 140, - llg = Gill i

1 ~ _
<lg = gsll /% - lgllzoo) + 1G5 Lo () ™7

()
< 6+ (2|9l oo ()M

unabhingig von ¢ und j
d.h. fiir ein hinreichend kleines § und hinreichend grofies j € IN gilt ||[g—gj||1r(q) <e. U

Bemerkung. Diese Aussage gilt fiir p = oo nicht.
Korollar 1.3.5. Fiir jede offene Menge Q@ C R™ und jedes p € [1,00) ist LP(2) separabel.

Beweis. Die Funktionen in C.(€) sind gleichmifig stetig. Damit kénnen wir sie durch
endliche Stufenfunktionen auf einem Gitter approximieren; die Menge aller Stufenfunk-
tionen auf einem Gitter mit rationalen Koeffizienten ist aber abzihlbar, und liegt dicht
in C.(€2), womit sie auch dicht in LP() liegt. O

Bemerkung. (i) Die Separabilitit von LP(u) fir p € [1,00) gilt auch fir allgemeine-
re, separable Mafle p.

(13) L*°((0,1)) ist nicht separabel. Angenommen, es gibe eine abzihlbare, dichte Teil-
menge G C L*((0,1)). Vt,s € (0,1), t # s gilt

X0,y = X0,9)l|lLe = 1,

also sind die Mengen

Bija(Xo,0) =1 : (0,1) = R [ |[f = X0,0)llLee0,1)) < 1/2}

fiir unterschiedliche t € (0,1) disjunkt. Es muss nun in jeder solchen Menge min-
destens ein Element aus G geben, und dies miissen wegen der Disjunktheit un-
terschiedliche Elemente sein; aber es gibt tiberabzdihlbar viele solche Mengen, also

kann G dann nicht mehr abzdhlbar sein. ¢

Notation. Wir schreiben im Folgenden V- CC S fiir eine offene Menge V' C Q, falls
eine kompakte Menge K C Q mit V C K existiert.

Definition 1.3.6. (i) Wir definieren n € C°(R"™) durch

0 sonst

n(z) =

10



mit einer Konstante C' > 0, sodass

/nn(m) do = 1.

Die Funktion n heifit Standard-Glattungsfunktion.

(i1) Fire >0 setzen wir

(iii) Fiir f € L (Q), € > 0 setzen wir

loc

Fa) = (Fen)@) = [ e =9 f6) dy= [ n(o)- fa =) do

d.h.
fo(a) = /B ) ) dy = / O fE ) dy

Bemerkung. (i) Es gilt

[ e N =1 und supp(s) = B0,

(7i) Zur Integration in (iii) haben wir implizit f aufSerhalb von Q@ durch Null fortgesetzt.
Satz 1.3.7 (Eigenschaften der Glittung). Sei Q C R™ offen, f € Li..(Q). Es gilt:
(1) ff € C>®(Q) fir hinreichend kleine € > 0.

(17) Ist f € C(Q), so gilt f¢ 20, f punktweise. Auf Kompakta konvergiert f¢ sogar
gleichmdflig gegen f.

(i13) Fir p € [1,00) und f € LY (Q) gilt f¢ =0, fan LY. (Q), d.h. f¢ konvergiert

loc loc

beziiglich der Fréchet-Norm gegen f (fir e — 0).

Beweis. (i) Seien z € Q C R" und i € {1,...,n}, sodass = + he; € €2 fiir hinreichend
kleine h > 0 ist. Dann gilt:

ff@+he) = fo(z) 1 1‘<77 <f'3+hei_y)_n<x—y)).f(y) dy

h e" Jrn h € €

“ () ()

fiir eine kompakte Menge V' C R”™. Fiir hinreichend kleine € > 0 kénnen wir sogar

V C Q annehmen, denn z € Q, Q ist offen, und V' C B.(z) (da n. auerhalb von

11



B.(z) Null ist). Es gilt nach der Kettenregel:

1 . z+ he;i —y (Y h—>018‘n Ty
h € € € 0x; €

Diese Konvergenz ist gleichmiflig auf V', da n glatt und V kompakt ist. Damit

existiert die Ableitung g—’: und ist gleich

Die Funktion im Inneren ist auf V'

e als Funktion von y fast iiberall stetig (da 7. glatt und f auf V' L!, also fast
iiberall stetig ist),

e als Funktion von x immer messbar (da %ng stetig und damit messbar ist),

e und als Funktion von z fiir jedes y € V' L', da 0. glatt und beschrinkt und
f L' ist.
Dank der Stetigkeit von parameterabhéngigen Integralen folgt also, dass auch die

Ableitung von f¢ stetig ist. Analog fiir alle hoheren Ableitungen von f¢.

(77) Seien V CC Q und K C V kompakt, sowie € > 0. Nachdem f¢ auf Q stetig ist, ist
f gleichméBig stetig auf V, also existiert ein § > 0 mit

[f(y) — f(@)] <e Ve e K, y e Bsx).

Fiir ein § > 0, fiir welches (zusitzlich zu obiger Eigenschaft)

U B(g(z) cV

zeK

ist (was durch Verringerung des urspiinglichen § erreicht werden kann), erhalten
wir Vz € K:

(@) = f(x) =

/Rn (@ —y) - fly) dy — f(z)- /}Rn ns(x — y) dy‘

=1

/ mm—yw<ﬂw—fm»d4
" >0

s/ ns(@ — ) 1F () — F(2)] dy
RPN N——r

=0 auflerhalb von Bs(z)

12



also konvergiert f0 fiir § — 0 auf K gleichméBig gegen f. Mit derselben Argumen-
tation (mit dem klassischen e-0-Kriterium statt der gleichméfigen Stetigkeit) folgt
auch, dass f? fiir 6 — 0 auf O punktweise gegen f konvergiert.

(4ii) Seien p € [1,00), f € L} (Q) und V CC W CC Q.

Behauptung: Fiir hinreichend kleine ¢ > 0 gilt || f*|[zo(v) < |[f[|rw)-
Beweis: Es gilt:

If@NZ‘é()nAw—wﬂmdy

séﬂ)@lmm—ywﬁmm—y»vwﬂ®

1-1/p
/ ne(z —y) dy
B:(z)

=1

1/p
<

-/ ne(x — ) - | £ ()P
B:(z)

nach der Holder-Ungleichung

= /V|f5(96)|l’ d:c:/ (/BE(I)na(gg_y).U(y”p dy) da

1%
< WV@W‘(AM)m@—y%M>®

=/|ﬂwww,
%%

sofern B.(x) C W Vx € V ist. Potenzieren beider Seiten der Gleichung mit 1/p
liefert die Behauptung. |

Fiir jedes § > 0 existiert nach Satz 1.7 ein g € C.(W), sodass ||f — gl|rpw) < 0
gilt. Dann gilt (fiir hinreichend kleine £ > 0):

I1fS = fllervy < S = G llorevy Hll9° = alleevy + 1lg = Fllor vy
—_—— —_———
=(f=9)°llee vy <IIf=gllerw) <[lf=gllLp(w) da VCW

<2-|If = gllow) + 19" = gllLovy
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<26 +|g° = gllre(v)

aber ||g° — gl|rr(v) =0 0, da nach (i7) ¢° gleichméBig gegen g konvergiert. Damit
folgt die Behauptung.
O

Bemerkung. (i) Durch vorheriges Abschneiden mit T, wie in Satz 1.7 ldsst sich auch
beweisen, dass C°(Q) dicht in LY () ist (fiir eine offene Menge Q C R™).

loc

(i) Fir beschrinkte Q bekommen wir die ibliche LP-Norm.

2 Stetigkeit von linearen Abbildungen

Es seien (X, || - ||x) und (Y, || - ||y) normierte Vektorrdume und A : X — Y eine lineare
Abbildung.

Definition 2.0.1. A heifit beschrinkt, falls

sup || Azlly < oo
[zl x <1

15t.

Satz 2.0.2. Es sind dquivalent:
(i) A ist stetig in 0 € X,

(13) A ist stetig,

(tit) A ist Lipschitz-stetig,

(iv) A ist beschrankt.

Beweis. ,,(iv) = (i11)“: Seien x1,z9 € X. Es gilt:

1 — T2
1Az — Azslly = [|A(er — 2)lly = HA ler — aallx
llx1 — z2||x ||y
< (Sup IAzHy> Nz = @olx,
[|z]]<1
::Ij,<00

also ist A Lipschitz-stetig.

Die Implikationen ,,(i3i) == (i7)* und ,, (i) = (i)“ sind trivial.
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»(1) = (iv)“: Beweis durch Kontraposition. Sei A nicht beschrénkt. Dann existiert
eine Folge (zx)ken in X mit ||zg||x = 1 Vk € IN, sodass ||Azk||ly Lt NS gilt. Dann
gilt:

1

Z = .
|| Az ||y

Allerdings ist ||Azg|ly = 1 Vk € IN, d.h. Az, konvergiert nicht gegen 0, weswegen A
unstetig im Punkt 0 € X ist. O

Korollar 2.0.3. Ist dim X < oo, so sind alle linearen Operatoren A : X — Y stetig.

Beweis. Aus der Vorlesung Numerik wissen wir, dass jeder lineare Operator in einem

endlich-dimensionalen Raum beschrinkt ist. Satz 2.2 liefert daher die Behauptung. [

Beispiel. Sei (X, |[|-||x) = (C([0,1]), [[-[[z1) und (Y, ||-|[y) = (C([0,1]), ||-||ze<). Dann ist
die (lineare) Identititsabbildung id : X — Y nicht stetig. Um dies zu zeigen, betrachten

wir die Funktionen fi,(t) = t*, denn dann gilt || fi|| 12 koo, 0, aber || fx||Le LEs N

Definition 2.0.4. Wir definieren den Raum
Z(X,Y)={A: X - Y | Aist linear und stetig}
mit der Norm

nach 2.2 da A stetig ist

1
[Allzx,yy = sup [|Az|ly < oo.
z||x <1

Falls Y € {R,C} (mit der euklidischen Norm) ist, so nennen wir X' = L(X,Y) den
(topologischen) Dualraum von X .

Proposition 2.0.5. (Z(X,Y),||-|l#x,y)) ist ein normierter Raum, und Vx € X, A €
Z(X,)Y) gilt

Azlly <Al zx,yy - llzllx-
Beweis. Ubungsaufgabe. O
Notation. Sind A € Z(X,Y) und B € Z(Y,Z), so schreiben wir BA fir die Verket-
tung Bo A : X — Z. Dies ist der Tatsache geschuldet, dass die Verkettung von linearen

Abbildungen im endlich-dimensionalen Fall der Multiplikation der Darstellungsmatrizen

entspricht.

Satz 2.0.6. Seien X,Y,Z normierte Riume. Ist A € L(X,Y) und B € Z(Y,Z), so
ist BAe £ (X,Z), es gilt

IBA|l 2x,2) < |All 2x,v) - | Bll2(v,2)s

und (A, B) — BA ist stetig.
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Beweis. Linearitéit und Stetigkeit von BA : X — Z sind klar, also ist BA € Z(X, Z).
Es gilt Vo € X mit ||z||x = 1

Prop. 2.5
|BAz||z < ||Bllzv,z)[|1Az]ly < ||Bll2v,2)||Allzxllzllx = |Bll2y,2)|All 2x,v)-
Fiir die Stetigkeit von (A, B) — BA rechnen wir:
[[B1A1 — B2Asl|| ¢ (x,z) = ||B1(A1 — A2) + (B1 — B2) As|| 2(x 2
<|IBillzv,2) - l|1A1 — A2l 2(x,v)

+ (|42l 2(x,y) - [I1B1 — Ball#(v,2)
— 0 fiir ||A1 _AQHJ(X,Y) — 0 und ”Bl — B2|| — 0.

Satz 2.0.7. Ist Y ein Banachraum, so ist auch £ (X,Y) ein Banachraum.

Beweis. Sei (Aj)ren eine Cauchy-Folge in .2 (X,Y’). Dann gilt:

k,l—o0

sup |[|Agz — Aizlly = [|Ax — Alll 2(xy) 0.

[l x <1

Fir z € X \ {0} folgt dann:

1

| Az — Agz]| 222 0,
||| x

also ist (Apz)ken eine Cauchy-Folge in Y, deren Limes wir mit Bz bezeichnen.
Fiir die Linearitdt von B rechnen wir fiir ein beliebiges, festes x2 € X:
B(azy +x2) = lim Ag(axy+x2) = @ lim Agzq + lim Agxe = aBxy + Bxo o20, Bz,
k—o0 k—o0 k—o0
also ist B stetig in x2. Da xo beliebig gewéhlt werden kann, ist B insgesamt stetig.

Fiir die Stetigkeit von B rechnen wir:

H'Ilyftetig
[[Az|ly = || lim Agz|ly = lim |[Agz|| < limsup |[Ag||2xy) - l2zllx < L-[]2]|x.
k—o0 k—o0 k—00

Dabei existiert die Konstante L € R, da (Ag)kren eine Cauchy-Folge in £ (X,Y) ist, also
ist (||Axll.2(x,v))ken eine Cauchy-Folge in R, und damit beschrénkt. Nach Satz 2.2 ist
B damit stetig.
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Nun zeigen wir noch, dass [[Ax — Al|r(x,y) k2o ) gilt. Dafiir rechnen wir:

|Az — Agzlly = || lim Az — Agzlly <limsup |[A; — All2(xy) - [lo]]x-
=00 l—00

Da (Ag)ken eine Cauchy-Folge in .Z(X,Y") ist, konvergiert die rechte Seite fiir & — oo
gegen Null. O

Bemerkung. Die Volistindigkeit von X wird hierfiir nicht bendtigt.

3 Der Satz von Hahn-Banach

3.1 Analytische Formulierung des Satzes von Hahn-Banach

Wir stellen uns die Frage, ob der Dualraum X’ hinreichend ,reichhaltig® ist, z.B., ob
fiir z # y ein f € X' mit f(x) # f(y) existiert. In endlich-dimensionalen Vektorriumen
X ist dies trivial, da wir einfach die Gerade zwischen x und y betrachten (tz + (1 —t)y
fiir ¢ € R), und in eine lineare Funktion umwandeln. In unendlich-dimensionalen Fall ist

dies allerdings nicht-trivial.

Satz 3.1.1 (Hahn-Banach). Sei X ein reeller Vektorraum undp : X — R eine Abbildung
mit den folgenden Figenschaften:

(a) p(Ax) = Ap(x) VA >0, z € X,
(b) p(x +y) <plx)+ply) Yo,y € X.

Weiter sei G C X ein Untervektorraum und g : G — R eine lineare Abbildung, sodass
g(x) < p(x) Vo € G. Dann ezistiert eine lineare Abbildung f : X — R, sodass

(1) flo =g d-h. f(x) = g(x) Vo € G,
(1) f(z) <p(z) Vo e X.

Eine solche Abbildung f heifst dann Fortsetzung von g auf X.

Bemerkung. (i) Dieser Satz beantwortet sofort die Frage in der Einleitung von Ab-
schnitt 3. Wir kénnen den Untervektorraum G als den ein-dimensionalen Raum
wdhlen, der x und y enthdlt. Darauf ldsst sich leicht eine lineare Abbildung nach X
definieren, die die Eigenschaften (a) und (b) erfillt, beschrankt (und damit stetig)
ist, und g(x) # g(y) erfillt. Dann liefert der Satz von Hahn-Banach aber eine li-
neare Abbildung f mit f(z) # f(y), die zudem stetig ist, da sie ebenfalls beschrdinkt

1st.

(13) Jede Norm auf X erfillt die fir p notwendigen Figenschaften.
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Beispiel. (i) Wir betrachten
X =L*((0,1)) und G = C((0,1)) N B((0,1))

(wobei B(Q2) die auf 0 beschrinkten Funktionen bezeichne). Wir wihlen g(x) =
x(1/2) und p(x) = ||z||L~. Dann gilt g(z) < p(x), also liefert der Satz von Hahn-
Banach eine Fortsetzung von g auf C*°((0,1)).

(1i) Wir betrachten

k—o0

X =1 und ¢ = {(z)ken | zx € R Vk € N, 2, —— 0}.

Dann gilt einerseits co C I°, da jede konvergente Folge beschrinkt ist, aber nicht
jede beschrinkte Folge konvergiert, und ¢o' = co, d.h. ¢q ist ein abgeschlossener,
echter Untervektorraum von 1*°. Andererseits gilt cf = I' in dem Sinne, dass ein

Isomorphismus ¢ : I* — cfy, mit
o]
dy)(x) =D yjz;
j=1

existiert. Wir stellen uns nun die Frage, ob ein f € (I1°°) existiert, das nicht durch

y € 1! dargestellt werden kann. Diese Frage wird (eventuell) spiter beantwortet.
Definition 3.1.2. (i) Eine Menge P mit einer Relation < heifit halbgeordnet, falls
Ya,b,c € P gilt:
(a) Reflezivitit: a < a,
(b) Transitivitit: a < bundb<c¢c = a<c,

(c) Antisymmetrie: a < b undb<a = a=>h.

(71) (Q, =) heifft total geordnet, wenn es eine Halbordnung ist, und Ya,b € Q a < b
oder b < a gilt.

(7i7) Sei P halbgeordnet und R C P. Ein Element ¢ € P heifst obere Schranke von R,
falls a < ¢ Ya € R gilt.

(tv) Ein Element m € P heifst mazimal, falls Ya € P mit m < a auch sofort a = m

gilt.

Lemma (Zorn’sches Lemma). Sei (P, <) nicht leer und halb geordnet, sodass jede to-
tal geordnete Teilmenge von P eine obere Schranke in P besitzt. Dann besitzt P ein

maximales Element.
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Bemerkung. Das Zorn’sche Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom. Der Beweis ist

Ubungsaufgabe.

Wir erbringen nun den Beweis des Satzes von Hahn-Banach.

Beweis. Sei

P:={h:D(h) — R |G C D(h),D(h) ist ein Untervektorraum von X,
h ist eine Fortsetzung von g auf D(h) mit h(z) < p(x) Vo € D(h)}.

Auf dieser Menge definieren wir die Relation
hi < hy: <— D(hl) C D(hg) und h; = hQ‘D(hl).

e P ist nicht leer, denn g € P.

e Behauptung: ,<* ist eine Halbordnung auf P.

Beweis:
(1) h < h ist offensichtlich.
(i) Sei hy < hg und hg < hg. Dann ist D(hy) C D(hg) C D(h3) und h3|p,)
R3] D(ha)nD(hy) = P2l D(hy) = h1, also h1 < hs.
(731) Ist h1 < ho und he < hq, so ist D(h1) = D(ha) und h; = he. [ ]

e Behauptung: Jede total geordnete Teilmenge von P besitzt eine obere Schranke in
P.

Beweis: Sei Q := {h;}icr eine total geordnete Teilmenge von P. Wir setzen

U D(h;) und h(z) := hj(zx) fiir ein beliebiges j mit « € D(h;).
jel

Die Funktion h ist wohldefiniert, denn @ ist total geordnet; wire also x € D(h;)
und z € D(h;), so miisste h; < hj oder h; < h; sein, also wiirden h; und h; auf
D(h;) N D(h;) D {z} iibereinstimmen.
Wir wollen nun zeigen, dass h € P ist.

(i) D(h) ist ein Untervektorraum von X, da fir z,y € D(h) ein j € I mit
x,y € D(h;) existiert (es existiert fiir « ein j; und fiir y ein moglicherweise
anderes jo; da @) total geordnet ist, existiert aber eines von beiden, sodass
D(hj,_,) C D(hj,) ist, womit x,y € Dj, ist). Damit ist aber (ax +y) € D(h)
Va € R.

(i7) h(z) < p(z) ist klar, da Vo € D(h) ein j € I mit € D(h;) und damit
h(z) = hj(z) < p(x) existiert.
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(7i1) Analog folgt h(x) = g(z) Vx € G.

(iv) Sei h; € Q beliebig. Dann gilt D(h;) C D(h), also folgt mit (i)-(iii) h < hj.
Damit ist h eine obere Schranke von @ in P. |
Nach dem Zorn’schen Lemma existiert ein maximales Element f € P.
Behauptung: f ist die gesuchte Fortsetzung von g.

Beweis: Es bleibt zu zeigen, dass D(f) = X ist. Zum Widerspruchsbeweis sei
xo € X \ D(f). Wir setzen

D(f) = D(f) + span({zo}).

Dann gilt Vz € D(f):

F=ax+trg€ D(f)VteR.

Wir setzen

f(@) = f(x)+at

fiir ein geeignetes o € R, sodass ]?E P ist. Solch ein « existiert, denn es bleibt fiir

]76 P nur noch zu zeigen, dass fg p ist, und dies ist dquivalent zu

Ve e D(f),t e R: f(z) 4+ at < p(x + txg)

< Vz € D(f): f(§)+a<p(f+mz) VE20
f(%)_agp(%—.ﬁo) YVt <0
< Vr e D(f): f(z)+ o <p(z+z0)
f(x)_agp(w—l'o)

Allerdings gilt Vx,y € D(f) nach Sublinearitéit von p:
f@)+ fy) = flz+y) <plz+y) < plx+ x0) + ply — zo)

= f(y) —p(y —z0) < p(z + 20) — f(2).

Diese Ungleichung bleibt bestehen, wenn wir auf beiden Seiten sowohl das Supre-

mum iiber x als auch iiber y nehmen:

sup f(y) —p(y —x0) < sup p(z+x0) — f(2).
yeD(f) z€D(f)

Jedes a zwischen linker und rechter Seite erfiillt nun die Voraussetzung. Damit ist
]76 P, im Widerspruch zur Maximalitidt von f. [ |
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Damit ist f die gesuchte Fortsetzung. O

Der Satz von Hahn-Banach kann fiir komplexe Vektorrdume verallgemeinert werden.
Hierzu verwenden wir, dass jeder Vektorraum iiber C auch als Vektorraum iiber R inter-
pretiert werden kann — man schrinkt die Skalarmultiplikation dazu einfach auf Skalare
in R ein. Diesen Raum bezeichnen wir gegebenenfalls als X, wenn X ein C-Vektorraum
ist. Es ist leicht zu iiberpriifen, dass die Vektorraumaxiome weiter gelten. Eine R-lineare
Funktion auf einem C-Vektorraum X ist dann eine lineare Funktion Xi — R. Wir be-
merken, dass fir f: X — C, f (C)-linear, die Funktion = — Re(f(z)) eine R-lineare
Funktion auf X ist.

Satz 3.1.3. Sei X ein komplexer Vektorraum und p : X — R eine konvexe Abbildung,
d.h.
plaz + by) <la| - p(x) + |b| - p(y) Va,y € X,a,b € C mit |a| + |b] < 1.

Sei G ein Untervektorraum von X und g : G — C eine (C)-lineare Funktion mit |g| < p.
Dann existiert eine (C)-lineare Funktion f: X — C mit flg = g und |f| < p.

Beweis. Sei h := Re(g). Dann ist A < |g| < p, und h ist R-linear. Somit existiert nach
dem Satz von Hahn-Banach eine R-lineare Funktion H : Xy — R mit H < p. Setzen wir
f(z) = H(x)—iH((ix), so ist diese Funktion (nach dem nachfolgenden Lemma) C-linear,

und ist eine Fortsetzung von ¢, denn es gilt:

fl@)=e?f(2)] = |f(@)] = f(z) = f(e"x) = H(e “x) < p(x)

Lemma 3.1.4. Sei X ein komplexer Vektorraum und H : X — R R-linear. Dann ist
f(z):= H(x) — iH (ixz) C-linear.

Beweis. Offensichtlich gilt f(x +y) = f(z) + f(y). Es gilt:
flix) = H(ixz) — iH(—z) = H(ix) + iH(z) = if(z).

Nun seien z = a + bi € C und = € X beliebig. Dann gilt dank der R-Linearitéit von H
(und damit von f):

f(za) = flax) + fibx) = flax) +if (br) = af(x) +ibf(x) = (a +ib) f(z) = 2f (z).

Korollar 3.1.5. Sei X ein K- Vektorraum.

(i) Ve e X 3f € X' mit f(z) = ||z|| und ||f||lcr = 1.
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(i)

(iii)
(i)

Fiir alle linearen Abbildungen f: G — C gilt:

fller = sup [f(z)] < oo.
llzl|<1
zeCG
Vr,y € X mit x £y existiert ein f € X' mit f(x) # f(y).

Sei Y C X ein abgeschlossener Untervektorraum mit Y # X. Dann ezistiert fiir
alle o € X \Y ein f € X' mit f(xg) = dist(zo,Y).

Beweis. (i) Sei G :=span{z}, p(x) =||z|| und g : G — K, g(Ax) := A||z||. Dann gilt

(i)

(iv)

lg(Az)| < A - [[z]] =: p(Ax),

also konnen wir den Satz von Hahn-Banach (in der komplexen Version) anwenden,
und erhalten eine Funktion f : X — C, fiir die f|g(Az) = A||z|| und |f(z)| < ||=||
gilt; es folgt

Ifll = sup |f(z) <1.

]| x <1

Andererseits ist aber f(x) = ||z||, also f(z/||z||) = 1, d.h. ||f]| = 1.

Mit p(x) = ||fller - ||z]| gilt |f(x)] < p(z), also existiert eine Funktion F € X/,
sodass |F(x)| <||fllar - ||x]| ist, also ||F||x < ||fl|lcr (wegen X D G).

Sei 0.B.d.A. y # 0. Nach (7) existiert ein f € X’ mit f(x —y) = ||z — y|| # 0. Da
aber f linear ist, folgt f(x) # f(y).

Ubungsaufgabe.

3.2 Trennung von konvexen Mengen

Definition 3.2.1. Fine (reelle) Hyperebene ist eine Menge H C X, sodass ein o € R

und eine lineare Funktion f : X — R existieren, sodass H = [f = a] ist.

Proposition 3.2.2. Eine Hyperebene H = {f = a} ist genau dann abgeschlossen, wenn
f stetig ist.

Definition 3.2.3. Wir sagen, dass eine lineare Funktion f : X — R zwei Mengen

A, B C X trennt, wenn ein o € R existiert, sodass gilt:

iggf(ﬂﬁ) <a< inf f(z).
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f trennt A und B strikt, wenn gilt:

sup < a < inf f(z).
zEA €D

Wir stellen uns nun die Frage, ob konvexe Mengen A, B immer getrennt werden

konnen. Dies wollen wir durch den folgenden Satz beantworten.

Satz 3.2.4 (Trennungssatz). FEs ist immer mdglich,
(i) einen einzelnen Punkt von einer offenen, konvexen Menge zu trennen,
(11) zwei offene, konvexe, disjunkte Mengen trennen,

(7i1) und eine abgeschlossene, konvexe Menge strikt von einer kompakten, konvexren

Menge zu trennen.
Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir einige Vorarbeit.

Lemma 3.2.5 (Minkowski-Funktional). Sei C' C X offen und konvex mit 0 € C. Wir
definieren Vx € X :
p(x) :=inf{a>0|at zeC}

Diese Funktion ist positiv homogen vom Grad 1 und sublinear bzgl. Vektoraddition. Fer-

ner gilt:
(1) 3IM >0:0<p(x) < M-||z|| Vz € X,
(1) C ={z e X |p(x) <1}.

p wird Minkowski- Funktional oder Gauge genannt.

Beweis. Diese positive Homogenitét folgt sofort aus der Definition von p. Fiir die Sub-

linearitét sehen wir, dass Va,y € X und Ve > 0 gilt:

_* cc Y _cc
p(r) +e p(y) +¢

tx (1—-1t)y
— p(:c)+€+p(y)+5 e CVtelo,1].

Da es ein t € [0,1] mit

ta (1-ty _ T+y
px)+¢e  ply)+e  pla)+ply) + 2

gibt (Ubungsaufgabe), folgt
r+y

(@) Tl 12 €
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Mit (i¢) folgt daraus

P <p<x> o) +2e> <h

also erhalten wir mit der positiven Homogenitét von p:
0
p(x +y) < px) +p(y) + 26 == p(x) +p(y).

(1) Da 0 € C ist und C offen ist, existiert ein » > 0 mit B,(0) C C. Folglich ist
0<p(z) <L ||zl vz e X.

(77) Sei x € C beliebig. Da C offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit (1 4 ¢)x € C, also:

p(z) < < 1.

“14e¢

Sei andererseits p(z) < 1 fiir ein z € X. Dann existiert ein a < 1 mit a~lz € C;

die Konvexitidt von C und 0 € C' impliziert daher aber

r=a-al-z+(1-a)-0eC.

Nun wollen wir Satz 4.4 beweisen.

Beweis. (i) Sei C C X offen, nicht-leer und konvex. Sei zp € X \ C. Wir wollen
zeigen, dass ein f € X' mit f(zg) > f(x) Vo € C existiert. Wir nehmen dafiir
0.B.d.A. an, dass 0 € C ist. Wir verwenden das Minkowski-Funktional p von C,
den Untervektorraum G := Rzo = span{z} und die Funktion g(tz¢) = ¢. Dann
gilt g < p, also existiert nach dem Satz von Hahn-Banach eine Funktion f € X’
mit f(xg) =1 und f(z) <1Vz e C.

(i7) Seien A, B offen, konvex und disjunkt. Dann ist
C:=A-B={a—-blacAbe B}

konvex, und 0 ¢ C. Nach (i) kénnen wir 0 von C' trennen, womit (durch Umstellen)

auch A von B getrennt wird.

(7i7) Sei e > 0. Seien
A-=A+B(0)={a+blac Abe B.(0)}, B. := B+ B:(0),

i.e. Vergroferungen von A bzw. B um e.
Behauptung: Fiir hinreichend kleine ¢ > 0 gilt A, N B. = &.
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Beweis: Angenommen, die Behauptung stimmt nicht. Dann existiert eine Folge
(en)nenw mit g, > 0 Vn € N und ¢, 2720 0, sodass Vn € N ein 2, € A. N B.

existiert. Dann existieren aber z,, € A,y, € B sodass
lzn = ynll < |lon = 2nl| + |[2n — ynl| < 2en

ist (per Definition von A. und B.). Da B kompakt ist, existiert eine Teilfolge
(Yny )kew mit yp, LmiN y € B. Allerdings gilt

k—o0

Hxnk _yH < Hxnk _ynkH + Hynk _yH < 257% + Hynk _yH —>07

also x, koo, y, also y € A = A. Dies ist ein Widerspruch zu AN B = @. |

Sei also € so klein, dass A. N B, = @ ist. Da die Mengen A., B, offen sind, existiert
nach (ii) eine Hyperebene [f = a], die A; und B. trennt. Folglich gilt:

flxt+ez)<a< fly+ez) Ve Aye B,z e Bi(0)

= flo) +ellfl| <a< fly) —¢llfll = flz) <a < f(y)
~—— ~—~—
>0 >0
O

Bemerkung. (i) Die typische Anwendung folgt mit B = {x¢} fiir ein xo € X (diese

Mengen sind konvex und kompakt).

(i7) Seien A, B C X nicht leer, disjunkt und konvezx. Ohne weitere Annahmen ist eine

Trennung solcher Mengen nur im endlichdimensionalen Fall mdglich.

(ii1) Mit dem folgenden Lemma konnen wir auch den komplexen Fall behandeln, indem

wir eine reelle, abgeschlossene Hyperebene [Re f = ] fiir ein o € R betrachten.

Lemma 3.2.6. Sei X ein Banachraum tber C, A C X konvex, nicht leer und offen,

sowie xg € X \ A. Dann existiert ein f € X' mit
Re f(xz) < Re f(zg) Vz € A.

Eine Folgerung aus den Trennungssitzen (reel oder komplex) ist das folgende Ergebnis.

Korollar 3.2.7. Sei F C X ein Untervektorraum mit F # X. Dann eistiert ein
Funktional f € X'\ {0} mit f(x) =0Vz e F.

Beweis. Sei g € X, 29 ¢ F. Wenden wir den Trennungssatz auf A = F und B = {z¢}
an,so erhalten wir ein f € X'\ {0}, sodass die Hyperebene [Re f = o] F und {zo} strikt
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trennt, d.h. es gilt:
Re f(z) < a < Re f(zg) Yz € F.

Nachdem F' aber ein Untervektorraum ist, folgt

Re f(Ax) =X Ref(z) <aVAe R,z € F;

wire also f(z) # 0 fiir ein x € F, so wiirde dies mit A = % auf einen Widerspruch

fithren; folglich muss f auf F' Null sein. O

Bemerkung. Dies ist sehr niitzlich, um Dichtheit von Untervektorriumen zu zeigen:
wenn Vf € X' die Implikation

VeeF:f(zr)=0 = f=0
gilt, so folgt aus dem obigen Korrolar durch Kontraposition, dass F = X ist, i.e. dass I
dicht in X liegt.
4 Das Baire’'sche Kategorienargument

4.1 Fette und magere Mengen

Bemerkung. (i) Eine Menge F heif$t nirgends dicht, wenn (F)° = & ist.

(11) Fine Menge M heifst mager (oder Menge der Kategorie 1), wenn nirgends dichte

Mengen F,, fir n € N existieren, sodass M = |, e Fr ist.

(¢73) Nicht-magere Mengen heifit fett (oder Menge der Kategorie 2).

(1v) Insbesondere ist jeder vollstindige, metrische Raum fett (dies folgt aus dem an-

schlieffenden Lemma,).

(v) Betrachte den metrischen Raum X = (Q,|-|) und F, = {qn}, wobei g, eine
Abzihlung der rationalen Zahlen sei. Es gilt Vn € IN:

F,=F,={q.} und (Fin)O =3,

aber .
Um=Q= <U F) —Q°=Q#2
nelN nelN

Lemma 4.1.1 (Baire). Sei X ein vollstindiger, metrischer Raum, und sei (Fy,)peN €eine
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Folge abgeschlossener Teilmengen von X. Falls F; = @ ¥Yn € N, so gilt

() -

Beweis. Sei O,, := F¢VYn € IN. Diese Mengen sind offen und dicht in X, denn O,, = F¢ =
(F3) = X. Wir wollen zeigen, dass G := [,y On ist immer noch dicht in X. Sei also
w C X offen und nicht leer. Wir werden zeigen, dass w NG # @ ist (womit G dicht in X
liegt). Seien xp € w und r9 > 0, sodass m C w ist. Dann seien z1 € By, (z9) N O1
(existiert, da O; dicht ist) und r; > 0, sodass

By, (1) C Byry(z9) NOq und r; < %0

ist. Dies setzen wir induktiv fort, und konstruieren so Folgen (2, )nen in X und (7)nen
in (0,00), sodass Vn € IN gilt:

T -
By, (%nt1) C By, (2) N Opgq und rpqq < ?n < 27"y

Damit gilt Vm, k € IN:

m,k—00

d(LUm, $k> < Tmin{m,k}—1 0,

also ist (z,)nen eine Cauchy-Folge in X, welche (nach Vollstéindigkeit von X) einen
Grenzwert x € X hat. Es folgt:

x € By, (tp) COp_1 VnelN = zcwnG.

Der Satz von Banach-Steinhaus

Satz 4.1.1 (Banach-Steinhaus). Seien X,Y normierte Vektorriume, wobei X ein Ba-
nachraum sei. Sei (T;)ier eine (nicht notwendigerweise abzihlbare) Familie beschrinkter,

linearer Abbildungen von X nach Y . Falls
sup ||Tiz|| < oo Vo € X
el

ist, so gilt auch

sup ||T;|| < oo.
el

Beweis. Sei X,, :={zx € X | Vi € I : ||T;z|| < n}. Damit ist X,, abgeschlossen, und da
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nach Voraussetzung punktweise Schranken existieren, gilt | J,, .y Xn = X. Nach Lemma

5.1 existiert ein ng € IN, sodass X # @ ist (ansonsten wire nach Lemma 5.1 @ =
(UnG]N Xn)o = X° = X #). Seien also zp € X,, und r > 0 sodass B,(xg) C X,, ist.
Damit gilt aber

|| Ti(zo +7r2)|| <ng Vi € I,z € B1(0),

also dank Linearitdt und der umgekehrten Dreiecksungleichung Vi € I,z € B1(0):
no > |[Ti(ao + r2)l| = || - rTiz = Tizol| > ||IrTizl| — |[Tiaoll| = |r - |[Tizl| — || Tizol |
= 1 ||Tiz|| < no + [|Tiwol| Vi € 1,z € B1(0)

= ||T|| = sup [|Tiz]| < Viel.

no + || Tiwol|
z€B1(0) r

Da wir wissen, dass sup;cs ||Tizo|| < oo ist, ist die rechte Seite durch eine Konstante

beschrankt, also folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Dieser Satz wird auch uniform boundedness principle genannt, da wir aus

punktweisen Schranken ein globales Ergebnis folgern.

Korollar 4.1.2. Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Vektorraum, (T,)neN eine

Folge beschrinkter, linearer Abbildungen T, : X — 'Y, sodass

n—oo

Thwoe ——y=TaxVreX

gilt. Dann gilt:
(i) suppen [|Tn]| < o0
(1) T € Z(X,Y)
(7i2) ||T|| < liminf, e ||Th]|
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Korollar 4.1.3. Sei Z ein Banachraum und B C Z. Falls Vf € Z' die Menge f(B)
beschrinkt in IK ist, so ist B in Z beschrinkt.

Beweis. Wir nutzen den Satz von Banach-Steinhaus mit X = Z/, Y = K, I = B, und
Ty(f) := f(b) Vf € Z',b € B. Nach Annahme haben wir

sup |Ty(f)| = sup | f(b)| < 00 Vf € Z".
beB beB
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Der Satz von Banach-Steinhaus liefert daher ein C' > 0, sodass
f®I<C-fI|VfeZ be B.

Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert zu jedem b € B ein f € X’ mit f(b) = ||b]|
und || f|| = 1, also folgt ||b]| < C Vb € B. O

Korollar 4.1.4. Seien Z ein Banachraum, B' C Z' und die Mengen

U f@

feB’
seien fir alle x € Z beschrinkt (in K). Dann ist B’ beschrinkt (in Z').
Beweis. Wir wenden analog zum Beweis des vorherigen Korollars den Satz von Banach-
Steinhaus auf X = 7, Y = K und I = B’ an. O

4.2 Satz iiber die offene Abbildung und Satz von abgeschlossenen Graphen

Satz 4.2.1 (iiber die offene Abbildung). Seien X,Y Banachriume, T : X — Y be-

schrankt, linear und surjektiv. Dann existiert ein ¢ > 0, sodass

T(B1(0)) > B.(0)
in X mnY

gilt.

Beweis. Behauptung 1: Fiir jede surjektive, lineare Abbildung T : X — Y existiert ein
¢ > 0 mit
T(B1(0)) D Ba.(0). (%)

Beweis: Sei Y, := T(B,(0)). Dank Surjektivitit von T gilt ¥ = (J,c Yn- Nach dem

Bair’schen Kategorienargument existiert ein ng € IN, sodass Y,; # @ ist. Allerdings gilt
1
B,,(0) ={z € X | n—ox € B1(0)},
d.h. dank der Linearitat von T' gilt
. 1 .
Yoo = T(Bno(0)) ={y €Y | ol € T(B1(0))},

also ist auch

(TB0)) # 2
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Nun sei ¢ > 0 und yp € Y, sodass By.(yo) C T(B1(0)) ist. Dank Linearitét von 7" ist
aber Yy € T(B1(0)) auch —y € T'(B;(0)), also folgt

Byc(0) C Bac(yo) + Bac(—yo) C T(B1(0)) + T(B1(0)) =2 - T(B1(0))

= By.(0) C T'(B1(0)).

Behauptung 2: Angenommen, T erfiillt (x); dann gilt T(B1(0)) D B.(0).
Beweis: Sei y € Y mit |Jy|| < ¢. Wir miissen nun ein x € X mit ||z|| < 1 finden, sodass
Tz = y ist. Dank (x) wissen wir, dass Ve > 0 ein 21 € X mit ||21]| < 3 und ||[y—Tz || < ¢
existiert. Mit ¢ = § existiert ein zy € X, sodass |[z1]| < § und ||y — Tz|| < § ist,
also y — Tz € Bg(0) C Y. Wir finden also auch ein 2z € X mit [[z]| < 1 und

|[(y = T21) — Tz|| < §. Wir konstruieren so eine Folge (2, )nen in X mit

(%)

Es folgt, dass =, := Y .,z eine Cauchy-Folge in X ist. Diese konvergiert (nach

1
l|zn]] < on und

<£VnE]N.
27‘L

Vollstandigkeit von X) gegen ein z € X. Nach Dreiecksungleichung gilt

oo
lll] <> Mzl = 1,
k=1

und nach Stetigkeit von 7" und || - ||
|y = Tl| = [ly = T(lim_z,)|| = lim |jy —Ta,|| =0,

also y = Tx. | O

Bemerkung. (i) Es folgt, dass das Bild jeder offenen Menge (unter Abbildungen wie
oben) in X wieder eine offene Menge in'Y ist. Abbildungen mit dieser Eigenschaft
heiffen offene Abbildungen.

(13) Sowohl Vollstindigkeit von X als auch von'Y sind notwendig.

Korollar 4.2.2. Seien X,Y Banachriume sowie T : X — Y linear, stetig und bijektiv.
Dann ist T~ stetig.

Beweis. Nach dem Satz iiber die offene Abbildung existiert eine Konstante ¢ > 0 mit
T(B1(0)) D B.(0). Folglich gilt (wegen der Bijektivitit) die Implikation

|T(z)|]| <ec = ||lz|]| <1 VzelX,
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also
| <ec = [IT' W)l <1 VyeY.

Nach Homogenitdt der Norm folgt

_ 1

Iyl <1 = [T W)l < -
Somit ist 7! beschriinkt, also stetig. O
Bemerkung. Seien X ein Vektorraum und || - ||1 sowie || - |2 Normen aus X, sodass
sowohl (X, ||+ ||1) als auch (X, || -|]2) vollstindig ist. Falls ein ¢ >0 mit||-||l2 <c-||-|h

existiert, so folgt sofort Aquivalenz der beiden Normen. Zum Beweis nutzen wir Korollar
4.2.2mit T =idx.

Satz 4.2.3 (iiber den abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Banachriume, T : X —Y

linear. Ist der Graph von T, i.e.
GT) ={(z,Tz) |z e X} C X XY,

abgeschlossen (bzgl. einer Produktnorm, z.B. die Norm ||(z,y)||xxy = ||z||x + ||y|ly
oder, dquivalent, ||(x,y)||xxy := max{||z||x, ||y|ly}), so ist T stetig.

Beweis. Wir betrachten die Normen ||z||; := ||z||x + |[|Tz||ly und ||z||2 := ||z||x. Nach
Annahme ist G(T') abgeschlossen, also ist G(T') (als abgeschlossener Untervektorraum
eines Banachraums) ein Banachraum.

Behauptung: Auch (X,||-|]1) ist ein Banachraum.

Beweis: X x Y mit einer Produktnorm ist ebenfalls ein Banachraum. Sei (x,)nen eine
Cauchy-Folge in X bzgl. || - ||1. Dann ist (z,,)nen eine Cauchy-Folge bzgl. || - ||x und
(Tzp)nen eine bzgl. || - ||y; dann ist ((@n,Txy))nen eine Cauchy-Folge in G(T') bzgl.
derselben Norm, welche einen Limes (z,Tx) € G(T') besitzt; fiir diesen gilt aber ||z, —
z||x = 0 und ||Tx, — Tz|| — 0, also konvergiert die Folge in (X, || - ||1). [ |

Offensichtlich gilt ||z||2 < ||z|]1 Vz € X, also folgt aus Korollar 4.2.2, dass eine Kon-
stante ¢ > 0 mit ||z||; < ¢ ||z]|2 Vo € X gilt. Damit muss aber T' beschrénkt sein, also
ist T stetig. O

Bemerkung. (i) Ist T stetig, so folgt (aus Folgenstetigkeit) auch sofort, dass G(T)

abgeschlossen ist.

(1i) Satz 5.8 bietet eine einfache Mdglichkeit, Stetigkeit linearer Operatoren zu zeigen:
statt
Tk koo — T (k) koo, y und y =T(x)
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genigt nun

Tk E20y ¢+ und T(zk) LEiN y = y=1T(z).

(#i1) Niitzliche Beispiele fiir unbeschrinkte lineare Abbildungen sind (fir Banachrdiume
X,Y ) alle Abbildungen der Form T : D(T) =Y, wobei D(T) # X dicht in X sei,
und G(T') abgeschlossen ist. Die Stetigkeit dieser Abbildung scheitert daran, dass
D(T') nicht das gesamte Gebiet X ist (weswegen wir den Satz iber den abgeschlos-
senen Graphen nicht anwenden kénnen).

Seien beispielsweise X = L2((0,1)), D(T) = C=((0,1)) und T = L. Man er-
kennt, dass diese Abbildung nicht stetig (bzw. nicht beschrdankt) ist, wenn man
z.B. fj(x) = %sin(27rjx) betrachtet (ggf. abgeschnitten, sodass diese Funktion auch

tatsdchlich in C°((0,1)) ist). Allerdings ist G(T) abgeschlossen (Ubungsaufgabe).

5 Die schwachen Topologien

In unendlichdimensionalen R&umen besitzen beschrinkte Folge nicht notwendigerweise

konvergente Teilfolgen. Dieses Problem wollen wir in diesem Kapitel 16sen.

5.1 Motivation

Satz 5.1.1. Sei X ein separabler Banachraum und (fi)ren eine Folge in X' mit || fi||x’
< 1Vk € N. Dann egistiert ein f € X" und eine Teilfolge (fx;)jen mit

(f = fi,)(x) 250 Ve € X,
Beweis. Sei {zj}ren dicht in X. Dann ist auch Y := span{x;, zo,...} dicht in X. Die
Folge (fx(xn))ken fiir jedes n € IN beschrénkt in K. Ein Diagonalfolgenargument liefert
eine unendliche Indexmenge {k;}jeny C IN mit fy, (z,) I gy =t f(an) fiir jedes
n € N. Da alle Funktionen fg; linear sind, folgt damit

j—o0

fe;(y) — fly) VyeY

und Linearitét von f. Ferner gilt dank der Voraussetzung || fy,[| < 1

i ] < 5| - Nyl < [l vy €Y,

also ist f auf Y gleichméBig stetig. Dank Dichtheit von Y in X existiert eine eindeutige
stetige Fortsetzung von f auf ganz X (indem wir fiir jedes € X \ Y eine Folge (y;) e
in Y mit y; 7% ¢ wihlen, und f () = limj_, f(y;) setzen; der Nachweis von Wohl-

definiertheit und Stetigkeit ist Ubungsaufgabe). Aus der gleichméBigen Stetigkeit folgt
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auch, dass f linear ist, und dass ||f||xs < 1 gilt. Nun seien € X und y € Y. Dann gilt:

(f = Fu) ) @) <A = S )+ 1 = fay) (@ =)l < 1(f = fr) )W) +2[]x — .
N———

n— oo

—0

Da (dank Dichtheit von Y) y beliebig nahe an = (bzw. ||z — y|| beliebig klein) gewé&hlt
werden kann, gilt (f — fn)(z) —= 0. O

Bemerkung. (i) In diesem Fall bezeichnen wir f als den schwachx-Limes der Folge

(fkj )jG]N

(1) Man sieht sehr schnell, dass im Allgemeinen keine Konvergenz in || - ||x+ gilt, da
B1(0) € X' ansonsten folgenkompakt wire, was fiir unendlichdimensionale Vek-

torraume X ein Widerspruch zum Satz von Riesz wdre.

Beispiel. Fir X = P gilt X' = %) mit p/ := ;%} d.h. ]% + Z% = 1 (Ubungsaufgabe).

Damit besitzt sofort jede beschrinkte Folge in [P eine schwachx-konvergente Teilfolge.

5.2 Die schwache Topologie o(X, X’)

Im folgenden seien X eine Menge, I eine Indexmenge, Y; topologische Rdume und f; :
X — Y; Abbildungen Vi € I. Wir wollen die grobste Topologie 7 auf X finden, sodass
alle Abbildungen (f;)ier stetig sind (das finden einer solchen Topologie ist trivial, da
man dafiir einfach die diskrete Topologie wihlen konnte). Seien also nun (wi )jes; die
offenen Mengen in Y; fiir (ggf. iiberabzéhlbare) Indexmengen J; fiir jedes i € I. Damit
fi stetig ist, muss gelten:

i wherviel,jeJ,

(2

also
{(fFlwhlielLjeycr

Proposition 5.2.1. Sei S C P(X) mit &, X € S,. Sei ® die Menge von Teilmengen

von X, welche aus endlichen Schnitten von Mengen in S bestehen, d.h.
k
¢ = ﬂSj‘kE]N, 8$1,...,8, €8
j=1
Dann sei ¥ die Menge aller (beliebigen) Vereinigungen von Mengen in ®, also
U= { U o | A Indexmenge, ¢y € ® YA € A}.

AEA

Dann ist ¥ die gribste Topologie, die alle Mengen in S enthdlt.

33



Beweis. Wir miissen folgende Aussagen zeigen:

(1) U ist eine Topologie auf X, d.h. ¥ ist stabil unter endlichen Schnitten und belie-
bigen Vereinigungen, und es gilt @, X € U.

(73) W enthilt alle Mengen in S.
(i4i) Ist W' C W eine Topologie auf X mit S C ¥, so gilt bereits ¥/ = W,
Beweis:

(i) @,X € ¥ sowie Stabilitdt unter beliebigen Vereinigungen sind klar. Seien also

1,19 € W. Dann existieren Darstellungen

vr=|J Ay = B«

AEA reEK
mit Indexmengen A, K und Ay, Bx € ® VA € A, k € K. Dann gilt:

b1 1 = (UAA)n(UBQ UUhnsyer

AEA KEK AeA keEK cd

(1) Wegen S C @ ist dies trivial.

(741) Sei W' wie oben. Angenommen, es giibe ein VeV \ 0. ¢ ist aber per Definition
von V¥ eine Vereinigung von endlichen Schnitten aus S; gilt S C ¥’, so kann ¥’

damit aber keine Topologie mehr sein. #
O

Korollar 5.2.2. Mit S = {f;l(wzj) | i € I,j € J;} und V wie in Proposition 5.2.1
bekommen wir die gesuchte grébste Topologie, in welcher alle Funktionen f; : X — Y;,

i € I stetig sind.
Beweis. Klar. O

Proposition 5.2.3. Sei (X, 7) ein topologischer Raum, sodass T die grébste Topologie
ist, in welcher alle Funktionen f; : X — Y;, i € I stetig sind. Dann gilt

n—oo

T, 5 x = filr,) > filz) Viel.

Beweis. ,=*: trivial, da alle Funktionen f; stetig (und damit folgenstetig) sind.

,<=“ Sei U € 7 mit € U. Dann existieren (per Definition von 7) eine Indexmenge
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A und Indizes K(\) und i(k,A) € N VA € Ak € {1,..
VH,A C Y;(I-c,)\) mit

., K(\)} sowie offene Mengen

K\
U= U m fiz,i)\)(vﬁ,)\)'

AEA k=1

Da x € U ist, existiert ein A\g € A mit
K(Xo)
2 €[] Sijwan Viro):
k=1
Nach Annahme gilt

n—oo

fz(n Ao)($n> — fi (k,A0) ( ) VK € {L' . .,K()\())}.

Somit existiert ein N € IN mit

fi(k,)xo)(xn) € V/i,)\o Vn > Nv K € {17 .. aK()‘O)}

K(Xo)
= In € ﬂ fz’?nl,/\o)(vli,)\o) c U ¥n> N.

K=1
Per Definition der topologischen Stetigkeit gilt damit =, — . O
Proposition 5.2.4. Sei Z ein topologischer Raum und ¢ : Z — (X, T) eine Funktion,

wobei T dieselbe Topologie wie bisher sei. Dann ist ¢ genau dann stetig, wenn f; o fiir

alle v € I stetig ist.

Beweis. ,=“: Diese Richtung ist wieder klar, da Verkettungen stetiger Funktionen stetig
sind.

»,<=“:Sei U € 7. Wir nutzen wir in der vorangegangenen Proposition die Darstellung

K\
U= U m fiz,i)\)(vn,)\)'

AEA k=1
Dann ist
nach Annahme stetig
K(\) offen
) = ) ¢ Vi) = U ﬂ (Fro0) " (Vo) € 2.
AeA k=1 AeA k=1

€z

Definition 5.2.5. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.
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(i) Eine Menge N C X heifst Umgebung von xo € X, falls ein U € 7 mit xg € U C N

existiert.

(ii) Fine Familie W von Mengen in X heifit Umgebungsbasis von xo € X, wenn jedes

N € W eine Umgebung von xq ist, und die folgende Implikation gilt:

M Umgebung von xrg =— AN € W : N C M.

Definition 5.2.6. Sei X ein Banachraum. Die schwache Topologie o(X,X") ist die
grabste Topologie, in welcher alle Abbildungen im Dualraum X' stetig sind (als Abbil-
dungen von X nach (K,|-1)).

Bemerkung. Wir sehen sofort, dass jede bzgl. o(X,X') offene Menge U C X auch
offen bzgl. || - ||x ist, denn die durch || - ||x induzierte Topologie ist feiner als o(X, X')

Proposition 5.2.7. Der Raum (X,o0(X, X")) ist ein Hausdorff-Raum.

Beweis. Seien x1,x2 € X mit x1 # 2. Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert ein
f € X', sodass Re(f(z1)) # Re(f(x2)) ist. Damit existieren Mengen Uy, Us, welche offen
in K sind, sodass Uy N Uz = @, f(x1) € Uy und f(z2) € Us ist. Es folgt:

o(X,X") oX,X')

w w
f7HO) N ) =2

w w

T T2

Proposition 5.2.8. Sei x¢g € X. Die Vereinigung aller Mengen der Form
V={zeX:|filt —xo)| <eViel}

ist eine Umgebungsbasis von xq bzgl. o(X, X'), wobei jeweils I eine endliche Indexmenge,
e>0und f; € X' Viel ist.

Beweis. Alle Mengen V' dieser Form sind offen und enthalten zy. Sei nun N eine Um-
gebung von zg bzgl. (X, X’). Dann existiert ein U € o(X, X’) mit 2o € U C N. Wir

finden erneut eine Darstellung der Form

K(\)
U=J () £iaVen)-

AEAN k=1
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fir f. € X’ und offene Mengen V,; » C K. Damit existiert ein A\g € A mit

K(Xo)
To € ﬁ f/;)1\0<VK,A0)'
k=1

Seien nun y,, x, := fux,(20). Dann existiert ein € > 0 mit
Be(yK7AO) (- VNM\O VK € {1, A ,K(}\o)}.
Wir setzen nun
(Mo)
V= fir,Be(Wrro) ={z € X : [funo( —z0)| < Vr € {1,...,K(X)}}.
k=1

Wegen V C U C N folgt die Behauptung. O

Notation. Sei (z,,)pen eine Folge in X und x € X. Wir schreiben ,xp — x“ fir

X, X'
Tk M x. Falls die Gefahr der Verwechslung grofs ist, schreiben wir auch xy, schwach
x fiir Konvergenz bzgl. o(X, X') und und xy, stark, fir Konvergenz bzgl. || - || x.

Proposition 5.2.9. Sei (z,)nen eine Folge in einem Banachraum X und sei z € X.

Dann gilt:
(i) zn =2 = [flza) = f(z) Vf € X',
(i) zp »> o = z, — x,
(t3i) xp, = = 3C > 0:||z,|| < C Vn € N und ||z|| < liminf, ||z,
(i) @0 =2, fo 5 = falan) = S (@),
Beweis. (i) Folgt sofort aus Proposition 5.2.3.
(11) Gelte x,, — x. Dann gilt fiir jedes f € X’

n—o0

[f(@n) = f(@)] < || fllxr - [Jon — zf| —0,

also folgt mit (i) auch x,, — =.

(7i7) Fiir die erste Aussage geniigt es nach Korollar 4.1.3 zu zeigen, dass {f(xn)}nen
beschriinkt ist fiir alle f € X'. Dies ist aber dank (¢) klar, da jede Folge (f(xy))nen
eine konvergente (und damit beschrinkte) Folge in C ist.

Fiir die andere Aussage sehen wir, dass fiir jedes f € X’ gilt:

[f @)l <[ fllxr - [fzall Vnoe N = |f(z)] < [|f|lx - lim inf [[z,]].
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Dank einem Korollar aus dem Satz von Hahn-Banach existiert ein f € X’ mit
l|fllx: =1 und | f(z)| = ||=]|-

(17v) Mit Dreiecksungleichung folgt

[fn(@n) = F(@)] < [fa(zn) = f(zn)] + [f(zn) = f(2)]
< | fn = fllxe - lzal] + | f(2n) = f(2)].
—_— N Y—m—

—0  <C nach (i) —0
O

Satz 5.2.10. In endlichdimensionalen Banachrdumen stimmen starke und schwache

Topologie tiberein.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Bemerkung. (i) In unendlichdimensionalen Riumen ist dies nie der Fall. Sei X ein
unendlichdimensionaler Banachraum, S := {x € X : ||z|| = 1}. Diese Menge ist
(als Urbild von {1} und der stetigen Funktion ||-||) stark abgeschlossen. Wir zeigen,
dass

=0 (X, X")

S >3 =B

ist. Sei also xg € B, U eine Umgebung von zo bzgl. o(X, X'). %,: UNS # &. Nach

Proposition 5.2.8 kénnen wir annehmen, dass U die Form
U={zxe X |filr—xz)| <eVie{l,...,n}}

fir einm € N, fi,....,fn € X' und ¢ > 0 hat. Sei nun yo € X \ {0}, sodass
filyo) =0 Vi e {l,...,n} ist. Solch ein yo existiert, denn es muss ein yo im Kern

der linearen Abbildung

fi(x)
¢: X > K" ox) = :

existieren, denn ¢ kann (aufgrund der Tatsache, dass X unendlichdimensional ist,
aber dimg (IK") = n < oo ist) nicht injektiv sind.

Nun sei g(t) := ||xo+tyol||. Diese Abbildung ist stetig, g(0) = ||xo|| < 1 und g(t) —
oo fiir t — oo. Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein to € R mit g(to) = 1,
also xg + toyo € S. Allerdings gilt fi(xzo + toyo) = fi(xo) Vi € {1,...,n}, also ist
xo + toyo € U.
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FEbenso sieht man, dass B1(0) nicht offen bzgl. (X, X') ist, falls X unendlichdi-

mensional ist, denn man kann zeigen, dass

(B1(0))g(x,x1) = @
15t.

(i) Die schwache Topologie auf unendlichdimensionalen Banachrdumen ist leider auch

nie metrisierbar (d.h. es existiert keine Metrik, die diese Topologie induziert).

(ii1) Zwei Metriken dy,dy auf X, welche dieselben konvergenten Teilfolgen besitzen (d.h.
xn, konvergiert bzgl. di genau dann, wenn x, bzgl. do konvergiert), induzieren auch
dieselbe Topologie. Auch dies funktioniert hier nicht. Beispielsweise im Raum X =
It gilt

IRIP a1
Ty — T & T, —— T,

aber da X unendlichdimensional ist, sind trotz der Tatsache, dass die starke und
die schwache Topologie hier dieselben konvergenten Teilfolgen haben, die beiden
Topologien nicht gleich.

Dass diese Topologien dieselben konvergenten Folgen haben, ist aber nur ,selten”
der Fall.

Satz 5.2.11. Sei C C X konvex. Dann ist C' stark abgeschlossen genau dann, wenn C

schwach abgeschlossen ist.

Beweis. ,,<=“: Da die schwache Topologie nicht stérker als die starke Topologie ist, folgt

trivialerweise, dass jede schwach abgeschlossene Menge auch stark abgeschlossen ist.

»= Sei C stark abgeschlossen und konvex, sowie xgp € X \ C. Wir miissen eine
Umgebung U € o(X,X’) von z( finden, sodass U N C = & ist. Nach dem zweiten

Trennungssatz existiert ein f € X’ und ein o € R, sodass
Re(f(z9)) < a < Re(f(x)) Vz e C
gilt. Somit erfiillt die Menge
U:={z e X|Re(f) <a} = Re(f) H-00,a) € a(X,X)

die gewiinschte Voraussetzung. O

Bemerkung. Zusammen mit der vorangegangenen Bemerkung ergibt sich, dass in un-

endlichdimensionalen Vektorrdumen gilt:

ga(X,X’) :T(O)H.HX.
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Lemma 5.2.12 (Mazur). Sei (xy,)nen eine Folge in X mit x,, — x € X. Dann existiert

eine Folge (yn)nen von Konverkombinationen der Punkte (x1,...,xy), d.h.

V€N Mt dam €R20:Un = D> AnjTys > Any =1,

j=1 J=1
stark .
sodass Yy, — x gilt.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Bemerkung. Insbesondere gilt x € conv({zy }nen)-

Satz 5.2.13. Seien X,Y Banachriume und T : X — Y linear. Dann ist T stetig bzgl.
der schwachen Topologien auf X und Y genau dann, wenn T stetig bzgl. der starken
Topologien auf X und Y ist. Anders gesagt ist T : (X,0(X,X")) = (Y,o(Y,Y")) genau
dann stetig, wenn T : (X, || - ||x) = (Y, || - ||y) stetig ist.

Beweis. ,<=“: Sei T stark stetig. Nach Proposition 5.2.4 geniigt es zu zeigen, dass fiir
alle f € Y’ die lineare Funktion

F:(X,0X,X") = (K,|-|), 2+~ f(Tx)

stetig ist. Sei also f € Y/ und F entsprechend. T und f sind stark stetig, so also auch
F. Damit ist F' € X'. Nach Konstruktion von o(X, X’) ist damit F' schwach stetig.

»=: Sei nun T schwach stetig. Damit ist der Graph G(7T') abgeschlossen in X x Y
bzgl. o(X,X') ® o(Y,Y’). Damit ist G(T) aber auch stark abgeschlossen (denn das
Komplement von G(T') ist schwach offen, und damit insbesondere stark offen), also folgt
aus dem Satz des abgeschlossenen Graphen, dass T stark stetig ist. ]
5.3 Die Schwach-x-Topologie
Sei X ein Banachraum und X’ der Dualraum von X mit seiner iiblichen Norm

[ fllxr sup [f(2)].
ex

x
[l]]<1

Sei weiter X” der Bidualraum von X, d.h. der Dualraum von X', mit der Norm

Il = sup |E(f)]-
fex’
[17]1x<1
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Definition 5.3.1. Die kanonische Injektion J : X — X" ist gegeben durch

z = J (@), J(2)(f) = f(x).

Bemerkung. (i) Fir festes © € X ist die Abbildung f — f(x) stetig als Abbildung
von (X', || - ||x7) nach K, und auferdem linear. Damit ist aber J(z) durchaus ein
stetiges, lineares Funktional auf X', d.h. J(z) € X".

(1i) J ist eine Isometrie, da

1J(@)l|xn = sup [J(z)(f)] = sup |f(z)]=||z[lx,
17]1x<1 [1£11xr<1

nach dem Satz von Hahn-Banach. Damit ist J auch injektiv (da nur 0 € X auf
0 € K abgebildet werden kann). Es gibt Fdlle, in welchen J nicht surjektiv ist (s.
Ubungsaufgabe). Man kann aber natiirlich immer den Untervektorraum J(X) C X"

mit X identifizieren, womit
X = J(X),x— J(x)

ein Isomorphismus ist.
(iti) Réiume X, fir die J(X) = X" gilt, heiflen reflexiv.
Auf X’ kennen wir bereits zwei Topologien:
(i) die starke Topologie, induziert von || - || x/, und
(1) die schwache Topologie o(X’, X").
Wir definieren nun eine dritte Topologie auf X”.

Definition 5.3.2. Die schwach-+-Topologie (X', X) ist die gribste Topologie auf X',

in welcher alle Funktionen der Form

SOJJ:X,_>]I<7 f'_>90x(f): (Jl‘)f:f((]})
(fir x € X ) stetig sind.

Bemerkung. (i) Ist X endlichdimensional, so stimmen schwache-, schwach-x- und

starke Topologie iiberein.

(1) Ist J(X) ein echter Untervektorraum von X", d.h. J(X) # X", so ist die schwache
Topologie o(X', X") strikt feiner als die schwach-x-Topologie o(X', X).
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Beispiel. Sei & € X"\ J(X). Dann ist

H:={feX"|¢{f) =0}

abgeschlossen bzgl. (X', X") (denn H ist konvex und bzgl. || - ||x/ abgeschlossen, i.e.
stark abgeschlossen), aber leider nicht abgeschlossen bzgl. o(X', X).

Proposition 5.3.3. Der Raum (X',0(X’, X)) ist Hausdor{f sch.

Beweis. Seien f,g € X' mit f # g. Dann existiert ein € X mit f(z) # g(x). O.B.d.A.
gelte fiir ein a € R, dass Re f(z) < o < Reg(z) ist. Wir setzen

Up:={h € X'"|Reh(z) < a}, Uy:={h e X' | Reh(z) > a}.
Dann gilt f € Uy, g € Us, Uy, Uy offen bzgl. (X', X) (da Uy, Us Urbilder offener Mengen
unter Abbildungen wie in Definition 5.3.2 sind), und Uy N Uy = @. O
Proposition 5.3.4. Sei fo € X'. Die Vereinigung aller Mengen der Form
V={feX :|f— fol(xz;) <eViel},
wobei I eine endliche Indexmenge und x; € X Vi € I sowie € > 0 set, ist eine Umge-
bungsbasis von fo bzgl. o(X', X).
Beweis. Analog zu Proposition 5.2.8. O
Proposition 5.3.5. Sei (f,)nen eine Folge in X'. Dann gilt:
(@) fo = f = falz) = f(zx) Yz € X,
(i) fo T f o= fu S
(@@i) fo—=f = fu>F,

(iv) fn=>f = (|fallx)new beschrinkt in R und ||f||x: < liminf, o || follx7,

* k
(U) fn - f} Tn StL) Tr — fn(ajn) - f(:L‘)
Beweis. Die Eigenschaften (i), (i7), (iv) und (v) folgen analog zu Proposition 5.2.9, wobei
wir fiir (iv) Korollar 4.1.4 (statt Korollar 4.1.3) verwenden.
(141) folgt daraus, dass J(X) ein Untervektorraum von X" ist, womit o(X’, X) grober
als o(X', X") ist. O

Satz 5.3.6 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Die Menge {f € X' : ||f||x < 1} = B1(0) C
X' ist kompakt bzgl. der schwach-x-Topologie o(X', X).
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Bemerkung. Der Beweis benutzt den Satz von Tychonoff, welcher gesagt, dass Produk-
traume kompakter topologischer Rdume (auch tberabzdihlbar vieler) kompakt sind bzgl.

der Produkttopologie (s. nachfolgende Definition).

Definition 5.3.7. Sei (Y;);c; eine Familie von topologischen Rdumen, und sei

Y =[[Yi ={Wics yi € Yi Vi I}.
el

Die Produkttopologie auf Y ist die grobste Topologie, in welcher alle Abbildungen der

Form
¢i Y =Y, ¢i(y) = ¢i((ys)jer) = vi,

i.e. alle Projektionen auf Y;, © € I, stetig sind.

Satz 5.3.8 (Tychonoff). Sei X = [[,.; X; ein Produktraum, wobei X; kompakt Vi € I
sei. Dann ist X kompakt bzgl. der Produkt-Topologie.
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