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1. (4 + 2* Punkte) Der Dualraum von ¢*(N). Sei 1 < p < o0, und sei
1 < p’ < oo der konjugierte Exponent.

a) Wir wollen zeigen, dass es einen linearen isometrischen Isomorphismus £°(IN)* ~
¢ (N) gibt. Dazu sei (e,)%%; C £(N) die Standard-Schauderbasis. Zeigen
Sie dafiir die folgenden Aussagen:

o Fiir jedes f € (N)* ist die Folge y = {f(e,)}>, € ¢ (N), und
£ lery= = Nlyller (o)

o Fiir jedes {y,}>, € £F'(N) ist das lineare Funktional

f(.’l?) = Zmnym T = {xn}fzozl € Ep(N),
n=1
in P(IN)*.

b) Sei ¢o(N) C £>°(N) der Untervektorraum der Folgen mit Limes Null. Zeigen
Sie, dass es einen linearen isometrischen Isomorphismus co(IN)* ~ ¢}(IN)
gibt.

x) Es existiert f € ¢*°(N)*, sodass f(z) # Do, Tnyn fir alle y € £(N).

(Hinweis: Verallgemeinerte Limiten.)

2. (4 Punkte) Schwache Konvergenz in ¢!(N). Wir wollen zeigen, dass eine
Folge (,,)%°, in £! genau dann schwach konvergiert, wenn sie stark konvergiert.
a) Esseien e > 0 und (z,)2, eine Folge in £(N), z,, = {xﬁl};";l, sodass z, — 0
und ||z,|| > 1 fiir alle n € N. Zeigen Sie, dass es monoton wachsende Folgen

ng, Ny € N von Indizes gibt, sodass

Ng

No=1, > || llznll—e

j=Np_1+1

b) Zeigen Sie, dass eine Folge z, in £!(N) genau dann schwach konvergiert,
wenn sie stark konvergiert. (Hinweis: Wahlen Sie eine Teilfolge wie oben

Seite 1 von 2



und definieren Sie f € ¢(N)* ~ ¢>°(N) durch

f o +1 wenn Ny_1<j<N, und 2 >0,
771 =1 wenn N1 <3< Ny und :v%k <0,
und betrachten Sie f(z,,).)

3. (4 Punkte) Schwache Topologie in endlichdimensionalen Riumen und
Kompakta.

a) Zeigen Sie, dass in einem endlichdimensionalen Banachraum die starke und
die schwache Topologie libereinstimmen.

b) Sei X ein Banachraum und sei K C X kompakt beziiglich der starken
Topologie. Sei (x,)52; eine Folge in K, z € K, sodass z,, — . Zeigen Sie,
dass z, — z (stark).

4. (4 Punkte) Das Lemma von Mazur. Sei X ein Banachraum, (z,)°; eine
Folge in X, sodass z,, — = beziiglich der schwachen Topologie.

a) Zeigen Sie, dass eine Folge (y,)32; in X existiert, sodass
o Y, € conv{Ty, Tpi1,Tni2, ...t fir alle n € N,
e y, — x stark.

b) Zeigen Sie, dass eine Folge (z,)%; in X existiert, sodass

o 2, € conv{zy,...,x,} fir alle n € N,

e 2z, — x stark.
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