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1. (4 Punkte) Die Haar-Wavelet-Basis. Sei ψ : R → R die Funktion

ψ(x) :=


+1, 0 ≤ x < 1

2 ,

−1, 1
2 ≤ x < 1,

0, sonst.

Für jedes n, k ∈ Z, definieren wir

ψn,k(x) := 2n/2ψ(2nx− k), x ∈ R.

Zeigen Sie, dass {ψn,k : n, k ∈ Z} eine Orthonormalbasis für L2(R) ist.

2. (4 Punkte) Hilbert-Schmidt-Integraloperatoren. Sei (Ω,M, µ) ein σ-endlicher
Maßraum. Sei weiter k ∈ L2(Ω × Ω, µ ⊗ µ), und betrachten Sie die lineare Ab-
bildung

(Tu)(x) :=
∫
Ω
k(x, y)u(y) dy, für fast alle x ∈ Ω, u ∈ L2(Ω, µ).

Beweisen Sie, dass T : L2(Ω, µ) → L2(Ω, µ) kompakt ist. (Hinweis: Approximieren
Sie k mit einfachen Funktionen. Was ist die Dimension des Bildes der zugehörigen
Integraloperatoren?)

3. (4 Punkte) Kompakte Diagonaloperatoren. Seien 1 ≤ p ≤ ∞ und λ =
{λn}∞n=1 ∈ ℓ∞(N) eine beschränkte Folge. Wir definieren die lineare Abbildung

Tλx := {λnxn}∞n=1, x = {xn}∞n=1 ∈ ℓp(N).

Zeigen Sie, dass Tλ ∈ L(ℓp(N)) genau dann kompakt ist, wenn limn→∞ λn = 0.

4. (4 Punkte) Schwache Konvergenz und kompakte Operatoren. Seien X,
Y Banachräume. Sei weiter T ∈ L(X, Y ), und nehmen Sie an, dass X reflexiv
ist.

a) Zeigen Sie, dass T genau dann kompakt ist, wenn für jede schwach konvergente
Folge xn ⇀ x in X, Txn → Tx stark in Y .

b) Folgern Sie, dass jede Abbildung T ∈ L(X, ℓ1(N)) oder T ∈ L(c0(N), X)
kompakt ist. (Hinweis: Bedenken Sie, dass c0(N)∗ ≃ ℓ1(N) gilt.)
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