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Nicht weniger als eine der folgenden vier Aufgaben wird in der Klausur verwendet
werden.

1. Monotone lineare Operatoren. Sei X ein Banachraum und 7: X — X’ eine
lineare Abbildung, sodass

(Tz)(z) >0 furalle ze€ X

gilt. Zeigen Sie, dass T stetig ist. (Hinweis: Satz vom abgeschlossenen Graphen.)

2. Isometrische lineare Fortsetzungen. Seien p € [1,00) und
G :={u € LP(R) : u(z) = 0 fir fast alle z < 0}.

Sei weiter f € G'.

a) Fir p > 1, zeigen Sie, dass ein eindeutiges Funktional F' € LP(R)’ existiert,
sodass

Fle=f, Fllee@y = Ifle-

b) Zeigen Sie, dass die vorherige Aussage fiir p = 1 falsch ist, und finden Sie alle
die isometrischen (d.h. | F||1®y = || f|l¢’) Fortsetzungen F € L'(R)’ von f.

3. Fourierreihe. Sei T := R/27Z, und betrachten Sie die Funktionen

1 .
ex(z) == \/_2_7rem’ zeT, keZ.

Zeigen, dass {ey}rez eine Orthonormalbasis fiir L?(T) ist. Befolgen Sie dazu die
Schritte:

a) Beweisen Sie, dass {e;}rez ein Orthonormalsystem in L?(T) ist.

b) Beweisen Sie, dass span{ei}xrez dicht in C(T) beziiglich der Supremumsnorm
ist. (Hinweis: Satz von Stone-Weierstra8.)

c) Beweisen Sie, dass span{ey }rez dicht in L?(T) ist, und folgern Sie das gewiinschte
Resultat.

Seite 1 von 2



4. Kompakte Operatoren und Normen. Seien X,Y Banachrdume mit Normen
Illx, |-y, und T € K(X,Y) ein kompakter Operator. Sei weiter |-| eine schwéchere
Norm auf X, das heifit, es gibt eine Konstante C' > 0 so dass |z| < C||z||x fiir alle
z € X.

a) Nehmen Sie an, dass X reflexiv ist. Zeigen Sie, dass es fiir jedes € > 0 eine
Konstante C, > 0 existiert, so dass

|Tz||y <ellz|lx + Cclz| firalle zeX.

b) Zeigen Sie die obige Aussage fiir injektive 7" und nicht reflexive X.

Weitere Klausuraufgaben konnten so aussehen:

5. Reflexive Banachriaume sind ,,schwach-folgen-vollstindig®. Sei X ein
reflexiver Banachraum. Sei (z,)%°, eine Folge in X, so dass fir jedes f € X/,

(f(zy))52, konvergent ist. Zeigen Sie, dass (z,,)32; schwach konvergent ist.

6. Ein Stetigkeitskriterium. Seien X,Y Banachrdume und 7: X — Y eine li-

neare Abbildung. Beweisen Sie, dass T' genau dann stetig ist, wenn (T_l(B_y))

(also das offene Innere vom Urbild der abgeschlossenen Einheitskugel in Y') nicht
leer ist.

Seite 2 von 2



