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Teil 1.Wir betrachten harmonische Abbildungen in die Einheitssphäre welche für Simulationen
von Flüssigkristallen verwendet werden. Im diskreten Fall bedeutet das, dass wir uh ∈ Ah :=
{vh ∈ S1(Th)

m : |vh(z)| = 1 für alle z ∈ Nh, vh|ΓD
= uD} suchen, sodass

(∇uh,∇wh) = 0

für alle wh ∈ F [uh] := {wh ∈ S1
D(Th)

m : wh(z) · uh(z) = 0 für alle z ∈ Nh}, wobei m ∈ {2, 3}.
Wir setzen Ω = (−1, 1)d für d ∈ {2, 3} mit d ≤ m und ΓD = ∂Ω. Lösungen dieses Problems
können durch folgenden Algorithmus (diskreter H1-Fluss) approximiert werden:
Seien u0h ∈ Ah, θ ∈ [0, 1] und τ > 0. Definiere die Folge (ukh)k=0,1,... ⊂ Ah durch Berechnen von

vkh ∈ F [uk−1
h ] mit

(∇vkh,∇wh) + (∇[uk−1
h + θτvkh],∇wh) = 0

für alle wh ∈ F [uk−1
h ] und

ukh =
∑
z∈Nh

uk−1
h (z) + τvkh(z)

|uk−1
h (z) + τvkh(z)|

φz.

Stoppe die Iteration, wenn ∥∇vkh∥ ≤ εstop.

Dabei wird vkh ∈ F [uk−1
h ] als Nebenbedingung in jedem Schritt des Verfahrens verwendet. Dies

kann beispielsweise durch Einführen von Lagrange–Multiplikatoren Λ = (λz)z∈Nh
realisiert

werden. Das Gleichungssystem zur Berechnung von vkh hat dann die Form[
Sm B⊤

Uk−1

BUk−1 0

] [
V
Λ

]
=

[
b
0

]
,

wobei Sm die P1-Steifigkeitsmatrix für Vektorfelder mit m Komponenten bezeichnet. Dabei
wird BUk−1 ∈ RL×mL mit L = ♯Nh so konstruiert, dass die Bedingung vkh ∈ F [uk−1

h ] äquivalent
zu BUk−1V = 0 ist.
Passen Sie das gegebene Programm für die allgemeinen Fälle m, d ∈ {2, 3} mit d ≤ m an. Sie
können Ihre Ergebnisse mithilfe der Matlab-Funktionen quiver (m = 2) bzw. quiver3 (m = 3)
visualisieren.

Teil 2. (i) Untersuchen Sie für die Fälle d = 2,m = 2 und d = 3,m = 3 mit uD(x) = x/|x| und
d = 2,m = 3 mit uD(x) = [x1/|x|, x2/|x|, 0]⊤ die Konvergenzverhalten der Dirichlet Energien
für verschiedene Feinheiten der Triangulierung. Interpretieren Sie die Resultate anhand der
Visualisierungen der Lösungen.
(ii) Entfernen Sie den Normierungsschritt aus Ihrem Programm und untersuchen Sie die Ver-
letzung der Bedingung |ukh(z)| = 1 für alle z ∈ Nh in Abhängigkeit der Schrittweite τ < 1 in
der L∞-Norm.
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