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Teil 1. Wir betrachten harmonische Abbildungen in die Einheitssphére welche fiir Simulationen
von Fliissigkristallen verwendet werden. Im diskreten Fall bedeutet das, dass wir u, € @, =
{on € SY(Th)™ : |un(2)| = 1 fiir alle z € A4, vy, = up} suchen, sodass

(Vuh, th) =0

fiir alle wy, € F[up] := {wp, € SH(TR)™ : wp(2) - up(z) = 0 fiir alle z € A}, wobei m € {2, 3}.
Wir setzen Q = (—1,1)¢ fiir d € {2,3} mit d < m und I'p = 9Q. Losungen dieses Problems
konnen durch folgenden Algorithmus (diskreter H!-Fluss) approximiert werden:
Seien ug € o, 0 € [0,1] und 7 > 0. Definiere die Folge (Ulﬁ)k:m,... C &, durch Berechnen von
ok € F[uf~!] mit

(Vvlg, Vuwy) + (V[uzfl + 07’1}}2], Vuwp) =0

fiir alle wy, € F[uf '] und
k—1

fo 3 U () + T} (2)

Up = k—
Jomyrr i L 1(2)+7’v,’§(2)|

Stoppe die Iteration, wenn [|[Vof|| < stop-

Dabei wird v,’j eZ [uf_l] als Nebenbedingung in jedem Schritt des Verfahrens verwendet. Dies
kann beispielsweise durch Einfithren von Lagrange-Multiplikatoren A = (\;),c s, realisiert
werden. Das Gleichungssystem zur Berechnung von v,’f hat dann die Form

oo "l

Bk 0 Al (0]

wobei S,, die P1-Steifigkeitsmatrix fiir Vektorfelder mit m Komponenten bezeichnet. Dabei
wird Byr-1 € REX™E mit I = #.4;, so konstruiert, dass die Bedingung vff € Z[uf~!] dquivalent
zu Bye—1V = 0 ist.

Passen Sie das gegebene Programm fiir die allgemeinen Félle m,d € {2,3} mit d < m an. Sie

konnen Thre Ergebnisse mithilfe der MATLAB-Funktionen quiver (m = 2) bzw. quiver3 (m = 3)
visualisieren.

Teil 2. (i) Untersuchen Sie fiir die Félle d = 2,m = 2 und d = 3,m = 3 mit up(z) = z/|z| und
d=2,m =3 mit up(z) = [z1/|z|,22/|z|,0]" die Konvergenzverhalten der Dirichlet Energien
fiir verschiedene Feinheiten der Triangulierung. Interpretieren Sie die Resultate anhand der
Visualisierungen der Losungen.

(ii) Entfernen Sie den Normierungsschritt aus Ihrem Programm und untersuchen Sie die Ver-
letzung der Bedingung ]ui(z)| = 1 fiir alle z € .4}, in Abhéngigkeit der Schrittweite 7 < 1 in
der L°°-Norm.



