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Aufgabe 1 (4 Punkte). Ein Gegebeispiel.

Es sei .
Iw] = / (|w’|2 — 1)2 + !w|2da?.
0

Zeigen Sie, dass I[w] koerzitiv in W14 ist, aber keinen Minimierer besitzt.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Eine schwach aber nicht stark konvergente Folge.

Sei f: R — R eine stetige, nicht-konstante, 1-periodische (i.e., (f(z + 1) = f(x) fiir alle z € R)
Funktion und die Folge (uy)nen in W1P(0, 1) fiir p € [1, o] gegeben durch

(i) Zeigen Sie, dass u, keinen starken Limes in L besitzt.
(ii) Zeigen Sie, dass u € LP existiert mit u, — u in LP fiir p < co beziehungsweise wu, — u
in L*. Identifizieren Sie die Funktion w.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Das Indikatorfunktional.

Sei X ein Banachraum und C' C X. Das Indikatorfunktional I (x) : X — R U oo sei fiir alle
x € X definiert durch

Io(x) = 0 falls v € C
T 400 fallsze X\ C.

Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen gelten:
(i) Io(z) : X — R U oo ist nicht-trivial, d.h. Io(z) < oo fiir ein 2 € X, gdw. C # 0.
(ii) Ic(x) : X — RU oo ist konvex gdw. C konvex ist.
(iii) Ic(x) : X — R U oo ist unterhalbstetig gdw. C' abgeschlossen ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Elliptische Regularisierung der Wirmegleichung.
Die elliptische Regularisierung der Warmeleitungsgleichung ist gegeben durch die PDG

us — Au — euy = 0 in Up, (1)
wobei € > 0 and Upr = U x (0,T), U C R" offen und beschrinkt. Zeigen Sie, dass (1) eine

Euler-Lagrange-Gleichung ist, die einem Energiefunktional

I (w) := //U L (Dw,wy, w, z,t) dedt
T

entspricht.

Tipp: Suchen Sie nach einem Lagrangian mit einem Exponentialterm, der ¢ enthélt.



