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Aufgabe 1 (4 Punkte). Übung 10 Evans Kap8:
Verwenden Sie die Methoden aus §8.4.1, um die Existenz einer nichttrivialen schwachen Lösung
u ∈ H1

0 (U), u ̸= 0 von zu zeigen {
−∆u = |u|q−1u in U

u = 0 on ∂U

für 1 < q < n+2
n−2 , n > 2.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Übung 13, Evans Kap8: Duales Variationsprinzip
Angenommen f ∈ L2(U). Beweisen Sie das duale Variationsprinzip

min
w∈H1

0 (U)

∫
U

1

2
|Dw|2 − fw dx = max

ξ inL2(U,Rn)div ξ=f

− 1

2

∫
U
|ξ|2dx

Aufgabe 3 (4 Punkte). Übung 14 Evans Kap8: Mehrwertige PDE
Zeigen Sie, dass die Variationsungleichung (26) für die Hindernisproblem in §8.4.2 (Evans) kann
umgeschrieben werden als

−∆u+ β(u− h) ∋ f

für die mehrwertige Funktion

β(z) :=


0 if z > 0

(−∞, 0) if z = 0

ϕ if < 0

Siehe auch Problem 3 in Kapitel 9. (Evans)

Aufgabe 4 (4 Punkte). Übung 15 Evans Kap8: Punktweise Gradientenbeschränkung

(a) Zeige, dass es einen eindeutigen Minimierer u ∈ A von gibt

I[w] =

∫
U

1

2
|Dw|2 − fw dx

wobei f ∈ L2(U) und A = {w ∈ H1
0 (U) | |Dw| ≤ 1 a.e}

(b) Beweisen Sie ∫
U
Du.D(w − u) dx ≥

∫
U
f(w − u) dx

für alle w ∈ A

1


