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Kapitel 1

Grundlegende Strukturen

1.1 Aussagen

Als Aussage im Mathematischen Sinne bezeichnen wir ein sprachliches Gebilde, dem entweder
der Wahrheitswert wahr (w) oder falsch (f) zugeordnet werden kann.

Mittels einer Wahrheitstabelle lassen sich einfache Zusammenhénge zwischen Aussagen Aus-
sagen gut darstellen.

‘ Aussage ‘ wahr /falsch
A | ,Es sind mehr als 10 Personen im Rundbau* w
B | ,Es sind weniger als 20 Personen im Rundbau* f

Aus gegebenen Aussagen lassen sich neue Aussagen generieren. A, B seien Aussagen.
1. Nicht A, (,mA“) ist die Negation von A.

—A
f
w

- g

2. A oder B (,AV B*“) ist wahr genau dann wenn mindestens eine der Aussagen A, B
wahr ist. A und B (,A A B“) ist wahr genau dann, wenn beide Aussagen A, B wahr

sind.
A|B|AVB|AAB
w | w w w
fluw] w f
w [ w f
Frelf f

3. Aus A folgt B (,A = B“) ist wahr, genau dann wenn die Aussage A die Aussage B
impliziert. A ist dquivalent zu B (,,A < B“) ist wahr, genau dann wenn die Aussage A
die Aussage B impliziert und die Aussage B die Aussage A impliziert.

Bemerkung. Um A = B zu zeigen, kann man annehmen, dass A wahr ist und muss dann B
folgern.



1.2 Mengen und Aussageformen

Mengen: Die Frage, was eigentlich genau eine Menge ist, ist schwer zu beantworten. Wir
begniigen uns damit, die Existenz einiger bestimmter Mengen anzunehmen und daraus neue
Mengen zu generieren.

Die Objekte nennen wir Elemente der Menge. Die Notation a € M bedeutet, dass a ein
Element der Menge M ist; andernfalls schreiben wir a ¢ M. Die Entscheidung, ob irgendein
Objekt a Element von M ist oder nicht, muss mithilfe der Beschreibung von M immer méglich
sein.

Endliche Mengen lassen sich durch Aufzéhlung ihrer Elemente beschreiben, wir schreiben
A ={1,3,15,32}, als die Menge, welche die Zahlen 1, 3, 15 und 32 als Elemente enthilt. Wir
schreiben 1 € A fiir ,Die Menge A enthélt das Element 1.

Beispiel. Das griechische Alphabet ist die Menge

M: {a7/8’7757€’<7n79’L’K"7A’/“L’V’€7077T7p’0-77—’v?¢7x7w7w}

Die Elemente sind die einzelnen Buchstaben, und wir haben M durch Aufzdhlen aller Ele-
mente angegeben. Die Menge M bleibt gleich, wenn wir die Reihenfolge in der Aufzihlung
dndern. Oft werden die Elemente nur unvollstéindig aufgezéhlt in der Erwartung, dass man
sich den Rest denken kann: M = {q,...,w}.

Beispiel. Eine (erstaunlich) wichtige Menge ist die leere Menge (), welche keine Elemente
enthalt.

Eine Menge M heifit Teilmenge der Menge N, wenn jedes Element von M auch Element von
N ist (Notation: M C N). Es gilt immer () C N. Gibt es auflerdem mindestens ein Element
von N, das nicht zu M gehort, so ist M eine echte Teilmenge von N. Statt M C N schreiben
wir manchmal auch N D M, also N ist Obermenge von M. Es gilt A = B, falls A C B und
B C A.

Aus gegebenen Mengen lassen sich auch auf andere Art neue Mengen erzeugen. X und Y
seien Mengen.

1. Die Vereinigung X UY ist die Menge der Elemente, welche in X oder in Y (oder in
beiden) sind.

2. Der Schnitt X NY ist die Menge der Elemente, welche sowohl in X als auch in Y sind.

3. Falls X C Y, so ist die Differenzmenge Y \ X die Menge der Elemente, welche in YV
aber nicht in X enthalten sind.

4. Ist A eine gegebene Grundmenge und X C A, so nennen wir X¢ = A\ X das Kom-
plement von X. Das Komplement hingt von der Grundmenge X ab: die Aussage ich
trinke alles aufler Ganter hat verschiedene Bedeutung, je nachdem ob sie sich auf die
alle badischen Biere bezieht oder auf alle alkoholischen Getrénke.

5. Die Potenzmenge P(X) ist die Menge aller Teilmengen von M.

6. Das kartesische Produkt X x Y ist die Menge aller geordneten Paare (x,y), so dass
reXundy €Y, dh.

XxY={(z,y)|lre X,ye Y}



Es sei nun M eine Menge, und F eine Eigenschaft, von der fiir jedes Element in M {iberpriift
werden kann, ob die Eigenschaft fiir dieses Element zutrifft. Wir nennen dann E ist eine
»Aussageform® und schreiben auch E(x) um die Abhéngigkeit von x in M zu unterstreichen.
E(zx) ist dann eine Aussage.
Man kann nun aus M eine Teilmenge mit den Elementen erzeugen, welche die Eigenschaft £
besitzen. Wir schreiben

X={xeM:E(x)}

Bemerkung. Einige der oben eingefithrten abgeleiteten Mengen lassen sich auch mithilfe von
Aussageformen darstellen, so ist beispielsweise

XNY={reX:zeY}={reY :xzeX}

Wir bendttigen weiters die sogenannten Quantoren
Vae A: E(a) fir allea € A gilt Eigenschaft E(a)
Jda€ A: E(a) es gibt ein a € A mit Figenschaft E(a).

Aus Griinden der Lesbarkeit werden wir A, V,— nicht verwenden, und V,3 sowie < eher
sparsam.

Lemma 1.2.1. Seien A, B,C Mengen. Es gilt
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO).

Beweis. Sei x € AN (B UC). Dann folgt dass sowohl z € A als auch x € B oder x € C.
Somit ist z € AN B oder AN C und auch in (AN B) U (AN C). Damit ist gezeigt, dass
AN(BUC)C (ANB)U(ANC). Fiir die andere Inklusion sei x € (AN B)U (ANC). Damit
ist z € AN B oder AN C, also in jedem Fall x € A, aber auch = € B oder C. Also folgt
x€e AN(BUC). O

1.3 Abbildungen

Definition 1.3.1. Seien X, Y Mengen. Eine Abbildung von X nach Y (gleichbedeutend: eine
Funktion auf X mit Werten in Y') ist eine Vorschrift, die jedem Element x € X genau ein
Element y € Y zuordnet. Wir schreiben

f:X=>Y z— f(x).

Die Menge X heifit Definitionsbereich von f.
Mit dem Bild von f meinen wir die Menge der Bildpunkte (Menge der Funktionswerte)

FX) = {f@2) iz € X} C Y.
Allgemeiner schreiben wir fir A C X

F(A) = {f(2) iz € A} C V.
Das Urbild einer Menge B C Y unter f ist die Menge

fYB)={zxeX: f(z) e B}



Der Graph von f ist die Teilmenge
Gr={(z, f(x)):z e X} C X xY.
Verkleinern des Definitionsbereichs ergibt eine Einschrinkung von f. Fiir A C X ist
fla: A=Y, (fla)(@) = f(z) firallez € A.

Beispiel. 1. Eine naheliegende Abbildung ist idy : X — X, idx(z) = z, die Identitét oder
identische Abbildung auf X.

2. Haben wir zwei Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z, so dass der Wertebereich von f
gleich dem Definitionsbereich von g ist, dann kénnen wir durch Hintereinanderausfiihren
eine neue Abbildung go f: X — Z als z — g(f(z)) definieren.

Lemma 1.3.2. Die Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen ist assoziativ, d.h. seien
h:X —=Y,q:Y—Zund f: Z — U Abbildungen, so gilt fo(goh) = (fog)oh.

Beweis. Sei x € X. Dann gilt [f o (go h)](x) = f(g(h(x))) = [(f o g) o h](x). O
Definition 1.3.3. f: X — Y heif}t

injektiv wenn gilt: aus f(z) = f(2') folgt = 2’ (oder, dquivalent, wenn aus = # 2’ folgt

flx) # f(@));
surjektiv wenn gilt: zu jedem y € Y gibt es ein z € X mit f(z) =y (also Y = f(X));
bijektiv wenn f injektiv und surjektiv ist.

Fiir die Gleichung f(x) = y, mit y € Y gegeben, bedeuten die Begriffe Folgendes: f injektiv
heilt, die Gleichung hat hochstens eine Losung. f surjektiv heiflt, es gibt mindestens eine
Losung. Ist f : X — Y bijektiv, so hat die Gleichung genau eine Losung. Indem wir jedem
y € Y die jeweilige Losung zuordnen, erhalten wir eine Abbildung ¢ : Y — X, y — ¢(y), mit

flg(y)) =y fir alle y €Y, also fog=idy.
Wihlen wir in der Gleichung als rechte Seite y := f(x), so ist x die Losung, das heifit
g(f(z)) =z, und damit go f = idy.

Es ist leicht zu sehen, dass g : Y — X ebenfalls bijektiv ist. Wir nennen g = f~! die zu f
inverse Abbildung oder Umkehrfunktion. Zusammenfassend gilt der folgende Satz.

Satz 1.3.4. Sei f: X — Y bijektiv. Dann ezistiert eine Abbildung g: Y — X mit der
Figenschaft, dass f og = idy und go f = idx. Wir nennen g die Umkehrfunktion und
schreiben g = f~1.

Beweis. Seiy € Y. Aus Bijektivitit der Abbildung f folgt Existenz (wegen Surjektivitéit) und
Eindeutigkeit (wegen Injektivitéit) eines Elements x € X so dass f(x) = y. Wir definieren
damit eine Abbildung ¢g: Y — X, welche jedem y € Y genau das oben genannte x € X
zuordnet. Wir sehen weiter, dass f(g(y)) = f(z) =y und g(f(z)) = g(y) = =. O



1.4 Die natiirlichen Zahlen

Wir nehmen an, dass eine Menge, genannt die natiirlichen Zahlen N existiert mit den folgen-
den Eigenschaften.
Peano Axiome der natiirlichen Zahlen

1. Die Zahl 1 ist eine natiirliche Zahl, d.h. 1 € N.

2. Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine natiirliche Zahl v(n), genannt Nachfolger von
n.

3. Die Zahl 1 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl.
4. Aus v(n) = v(m) folgt n = m.
5. Sei M C N mit 1 € M. Falls zu jedem n € M gilt v(n) € M, dann folgt bereits M = N.

Zudem schreiben Ng = NU{0}. Wir konnen nun die Rechenregeln fiir die natiirlichen Zahlen
rekursiv definieren.

Definition 1.4.1. Auf den natiirlichen Zahlen gibt es zwei Verkniipfungen, genannt Addition
und Multiplikation, Eigenschaften

+:NxN—=N,(a,b)—~a+b und -:NxN—=N,(a,b)— a-b,

gegeben durch
a+1=v(a); a+v(b)=rv(a+Db)
a-1=a; a-vb)=a-b+a.

Bemerkunyg. e Die Rechenregeln fiir Ny lassen sich analog definieren.
e Subtraktion und Division in den ganzen Zahlen lassen sich definieren durch
a—b=c sodassc+b=a und a/b=d, sodassd-b=ua
falls jeweils ein solches ¢ bzw. d € N bzw Ny existieren.
e Wir schreiben a > b falls ¢ € N existiert mit a = b + c.

e Wir nutzen die iiblichen abkiirzenden Schreibweisen fiir die Grundrechenarten und set-
zen falls nétig Klammern um die Reihenfolge der Ausfithrung von Operationen zu kenn-
zeichnen.

Weiters fiihren wir das Summen- und das Produktzeichen ein.

Definition 1.4.2. Gegeben seien natiirliche Zahlen aq, ag, ..., also a; fiir jedes j € N. Wir

schreiben
n+1

1 n
E aj =a; und g aj = E a; + apa1
Jj=1 Jj=1 Jj=1

sowie
n+1

n
[Tai={11e )
1 j=1

1
H aj =a; und
=1 i=



Bemerkung. 1. Wir vereinbaren 2321 a; = 0 und ngl a; = 1. Die Definition fiir den
Start bei anderen natiirlichen Zahlen als der 1 sollte offensichtlich sein.

2. Wir schreiben n! = []7_, j.

3. Wir schreiben m" = []/_; m.

Aus dem Peanoschen Axiomensystem lédsst sich direkt das Beweisverfahren der vollstdndigen
Induktion ablesen.

Satz 1.4.3. Gegeben seien Aussagen A(n) fiir jedes n € N. Es gelte

Induktionsanfang: A(1) ist wahr.

Induktionsschritt: Falls A(n) wahr ist (Induktionsvoraussetzung), so ist auch A(n+1) wahr.
Dann ist A(n) wahr fir alle n € N.

Beweis. Sei M C N die Menge alle n € N, fiir welche A(n) wahr ist. Aus dem 5. Peano-Axiom
folgern wir sofort, dass M = N. O

Bemerkung. Es sollte offensichtlich sein, wie man das Beweisverfahren der vollstdndigen In-
duktion auf z.B. auf andere Startwerte (oder die Null) verallgemeinert.

Satz 1.4.4. Es gilt

N n(n+1)
ZJ_ 2
7j=1

Beweis. Fiur n = 1 {iberpriifen wir 1 = w Dies zeigt den Induktionsanfang. Fiir den

Induktionsschritt rechnen wir

n+1 n
D i= |2 i +n+l
j=1 j=1
_n(n+1) = nn+1)+2n+2 (n+1)(n+2),
2 2 2
wobei wir am Anfang der zweiten Zeile die Induktionsvoraussetzung benutzt haben. O

Satz 1.4.5. Sei M eine n-elementige Menge. Dann gilt P(M) enthdlt 2" Elemente.

Beweis. Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich wahr, denn eine einelementige Menge
enthéhlt als Teilmengen sowohl die leere Menge als auch sich selbst. Sei also fiir den In-
duktionsschritt nun M eine Menge mit n + 1 Elementen und sei a € M. Die Potenzmenge
P(M) lasst sich nun zerlegen in diejenigen Teilmengen welche a enthalten und diejenigen,
welche a nicht enthalten. Die a nicht enthaltenden Teilmengen sind die Potenzmenge von
M \ {a}, einer n-elementigen Menge. Deren Anzahl ist nach Induktionsvoraussetzung 2".
Jede der Teilmengen welche a enthalten lésst sich schreiben als eine Teilmenge die a nicht
enthélt vereinigt mit a. Somit ist deren Zahl ebenfalls insgesamt 2". Die Potenzmenge P (M)
enthilt damit 2 - 2" = 2"*! Elemente. O



Definition 1.4.6. Fiir n,k € Ny sind die Binomialkoeffizienten (Z) gegeben durch

n n . n _(n\n—k
(0):1, und <k>:0furk>n und <k‘+1>_<k)k+1'

Bemerkung. Wir sehen, dass im Zihler so ein absteigendes Produkt n-(n—1)----- (n—k+1)
entsteht, und im Nenner ein aufsteigendes Produkt 1-2----- k. Somit ist auch (Z) immer
ganzzahlig.

Satz 1.4.7. 1. Bs gilt () = g = (%)
2. Es gilt die Formel des Pascal’schen Dreiecks (Zﬁ) = (1) + (s31)-

Beweis. 1. Die Rekursionsvorschrift in der Definition von (Z) ergibt einen Zdhler n - (n —
1)-----(n—m+1) als absteigendes Produkt und einen Nenner 1-2-- - --k als aufsteigendes
Produkt. Die Aussage des Satzes folgt direkt.

2. Fir k£ > n steht beiderseits 0, fiir £ = n beiderseits 1. Falls 0 < m < n rechnen wir
nach 1. und der Definition

n n n _(n 1+n—k B n! ‘n—l—l
k k+1)  \k k+1) klln—k)! k+1
|

_ (n+1) _<n+1>
S k+D!n+1—(E+1) \E+1)

Satz 1.4.8 (Binomialsatz). Fiir x,y € No, n € Ny gilt

(x+y)" = Zn: <Z> akpnF,

J=0

Beweis. Wir zeigen die Aussage mittels vollstdndiger Induktion. Fiir den Fall n = 0 ist die
Behauptung klar. Angenommen, die Aussage gilt fiir n, so rechnen wir

n

(@ +y) = <x+y><x+y>"—<m+y>z(k)xky” :
= ( ) k ynt1- k+ <”> k+1 (n+1)—(k+1)
k k
k=0
n n+1 n
m, n+1l—m m, (n+1)—m
(e (e

n
xOyn—f-l 4 Z n 4 n $myn+1—m +xn+1y0
= m m—1

n+1
E : ( > m n+1 m
- 9

dank der Formel des Pascal’schen Dreiecks. O

|

s |

Bemerkung. Diese Formel gilt natiirlich auch fiir reelle Zahlen x,y.



1.5 Die reellen Zahlen

Die Axiome der reellen Zahlen. Es existiert eine Menge R mit zwei Verkniipfungen

Addition +: RxR—-R, (z,y)—x+y,
Multiplikation R xR —=R, (z,y)—x-y

und den folgenden Eigenschaften.
1. R ist ein Korper,
2. R ist geordnet,

3. R ist vollsténdig.
Definition 1.5.1. Eine Menge K mit zwei Verkniipfungen

Addition +: KxK—-K, (z,y)—x+y,
Multiplikation - KxK =K, (z,y)—x-y

heilt Korper, falls gilt:

K1. Addition und Multiplikation sind kommutativ: es gelten t +y =y +axund z -y =y - x
fiir alle z,y € K.

K2. Addition und Multiplikation sind assoziativ: es gelten (z + y) + 2z = z + (y + z) und
(x-y)-z=x-(y-2) fiir alle z,y,z € R.

K3. Es existieren zwei Elemente 0,1 € K mit 0 £ 1, sodass 0+« = z und 1 -z = x fiir alle
x € K gelten. (Existenz neutraler Elemente)

K4. Fiir alle x € K gibt es ein v € K mit x + v = 0; fiir alle x € K mit x # 0 gibt es ein
v € K mit - v = 1. Wir bezeichnen « mit —z und v mit 2! beziehungsweise mit %
(Existenz inverser Elemente)

K5. Es gilt das Distributivgesetz: - (y +2) =z -y + x - 2.

Bemerkung. Man schreibt gelegentlich auch K(+,-) um die Verkniipfungen kenntlich zu ma-
chen.

Proposition 1.5.2. FEs gilt

1. Das Null- und Einselement sind eindeutig bestimmd.

2. Die inversen Elemente aus Kj sind eindeutig bestimmdt.

Beweis. 1. Seien 0, 0/ zwei Elemente, welche die Eigenschaften des Nullelements erfiillen.
Dann gilt 0 o+ 0=" 40 % 0 und die beiden Elemente sind gleich. Analog folgt
der Beweis fiir das Einselement der Multiplikation.

2. Sei x in K gegeben und seien u, ' zwei inverse Elemente zu x beziiglich der Addition,
d.h. x +u =2+ = 0. Dann gilt
wZo+uTuto
Bot@+d) B ut+a)+d C @+u)+d Zo+u =u

Die Rechnung fiir das inverse Element der Multiplikation folgt wieder analog.



Bemerkung. Wir schreiben

z—y=z+(-y); gzx-y_l (falls y # 0).

Lemma 1.5.3. Sei K ein Korper mit Verknipfungen + und -. Dann gilt fir alle x,y,z € K

1. (=) + (-y) = —(z +y).
2. (7Yt =z falls z # 0.

3. a(~y)=—z-y.

4. x-0=0.

5. (—x)-(—y)==z-y.
6.r-(y—2)=x-y—x-2

7. Falls x -y = 0, so folgt dass x =0 oder y = 0.

Beweis. Wir zeigen beispielhaft Aussagen 4 und 7 (auch genannt Nullteilerfreiheit). Die wei-

teren Aussagen sind eine Ubung. Fiir Aussage 4 rechnen wir - 0 LS (040) K500 +z-0.
Addition des zu x - 0 inversen Elements beziiglich der Addition ergibt 0 = «x - 0.
Fiir Aussage 7 sei x # 0, denn falls x = 0 sind wir bereits fertig. Dann folgt
K4 1 K2 1 Vorauss. 1 Auss. 4
A CT =

T T T

O

Definition 1.5.4. Die Aussage ,R ist geordnet“ bedeutet, dass Rt C R existiert, so dass
gilt:

O1 (Trichotomie): Fiir jedes = € R gilt genau eine der folgenden Eigenschaften

reRT;, =0, —z€eR

02 (Vertréiglichkeit): Aus z,y € RT folgt, dass x + y € R und z -y € RT.

Bemerkung. 1. Wir setzen Rf = RTN{0} und nennen RT die Menge der positiven reellen
Zahlen, Rg die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen, R\Rg die Menge der negativen
reellen Zahlen.

2. Wir schreiben
x>y firz—yec R
x>y fiirac—yER(J{
r<y firy—xeR"

<y fiiry—:UER(J{.

3. Wir schreiben z < y < z fiir z < y und y < z.

Proposition 1.5.5. Die reellen Zahlen R mit Ordnungsrelation < erfillen die folgenden
Eigenschaften.



1. Transitivitat: Aus v <y und y < z folgt x < z.
2. Vertraglichkeit mit Addition: Aus x <y folgt fir alle z € R, dass v+ z < y + z.
3. Vertraglichkeit mit Multiplikation: Aus © <y folgt fir alle z > 0, dass x -z < y - z.

Beweis. 1. Nach Voraussetzung gilt y —x € R* und z —y € R™. Damit folgt mit O2, dass
y—x+z—y=z—x€RT.

2. Sei nach Voraussetzung y —z € RT. Da (y + z) — (x + 2z) = y — z folgt die Aussage.

3. Dies folgt aus yz — 2z = (y — x)z und O2.
]

Lemma 1.5.6. FEs gelten die ,iblichen Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen®, insbe-
sondere

I.z<0& —z>0undz >0 —x <0.

2 r<ys —y< —x.

3 r<yund z<w=2x+z<y+w.
z-y>0< (x>0 undy>0) oder (x <0 undy <0).
z-y<0< (x>0 undy<0) oder (x <0 undy >0).

x # 0 22> 0. Insbesondere gilt 1 > 0.

NS o

r<y und z<0=z2>y2.
1

8 >0 —>0.
x

9. Aus 2% < y? und y > 0 folgt x < y.

Beweis. Wir zeigen beispielhaft Aussage 9. Angenommen z > y. Falls y < 0 so ist die Aussage
gezeigt. Sei also y > 0. Mit Proposition 1.5.5(1) folgt 2 > 0. Somit gilt

2 >zy und xy > 7

da z > y durch Multiplikation mit z bzw. mit y und Verwendung von 1.5.5(3). Somit folgt
wegen 1.5.5(1) auch 22 > y2.
Die weiteren Aussagen verbleiben als Ubung. U

Definition 1.5.7. Die Betragsfunktion ist gegeben durch

T >0

|-]: R—=R, arl—>]x]:{
-z <0
Bemerkung. Es gilt offensichtlich |z| > 0 und x # 0 = |z| > 0.

Definition 1.5.8. 1. Eine Menge A C R heifit nach oben beschrinkt (bzw. nach unten
beschrinkt), falls K € R existiert mit < K fiir alle x € A (bzw. z > K fiir alle z € A.

Ein solches K heift obere Schranke (bzw. untere Schranke) von A.
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2. Eine Menge A C R heifit beschréinkt, falls sie nach oben und nach unten beschréinkt ist.

Beispiel. Die Menge {1,2,3} ist beschréinkt, untere Schranken sind z.B. 1, —10, oder —1000.
Die Menge N ist nicht nach oben beschrinkt!, nach unten schon.

Definition 1.5.9. Eine Zahl K € R heifit kleinste obere Schranke (bzw. groite untere Schran-
ke) von A C R falls K obere Schranke (bzw. untere Schranke) ist und es keine kleinere obere
(bzw. groflere untere) Schranke von A gibt. Wir bezeichnen dann K als Supremum von A,
kurz sup A (bzw. Infimum von A, inf A.

Bemerkung. Sei A C R.
e Falls A nach oben beschrinkt ist, so schreiben wir auch sup A < +o0.
e Falls A nicht nach oben beschrinkt ist, so schreiben wir sup A = +oo.
e Falls A nach unten beschrénkt ist, so schreiben wir auch inf A > —oo.
e Falls A nicht nach unten beschrénkt ist, so schreiben wir inf A = —oc.
e Man sieht auch die Schreibweise inf () = 400, sup ) = —oc.

Das + von +o0o kann man auch weglassen.

Beispiel. Das Infimum der Menge {1,2,3} ist 1.

Definition 1.5.10. Die Aussage ,R ist vollstindig“ bedeutet, dass jede nach oben be-
schrankte nicht leere Teilmenge von R eine kleinste obere Schranke in R besitzt.

Bemerkung. Wie wir sehen werden gilt das in der Menge der Rationalen Zahlen nicht.
Satz 1.5.11. Sei A C R nicht leer.
1. Falls sup A < +00, so existiert zu jedem € > 0 ein x € A so dass x > (sup A) — e.
2. Falls sup A = 400 so existiert zu jedem K € R einz € A mit x > K.
Bemerkung. Die analogen Aussagen gelten fiir das Infimum.

Beweis. 1. Wir beweisen die Aussage durch Widerspruch. Es gelte also sup A < +o0o — als
Verneinung der Aussage existiere ein € > 0 so dass fiir alle z € A gilt x < (sup A) — e.
Damit ist aber (sup A)—e eine obere Schranke von A. Nachdem (sup A)—e < sup A kann
aber nun sup A nicht die kleinste obere Schranke gewesen sein. Dies ist ein Widerspruch.

2. Falls K € R existiert, so dass fiir alle x € A gilt x < K, so ist K eine obere Schranke
von A und somit sup A # +oo.
O

Definition 1.5.12. Sei A C R. Ein Element M € A heifit Maximum von A, falls M € A
und M obere Schranke von A. Wir schreiben max A = M.
Analog definieren wir das Minimum min A von A.

Beispiel. Es gilt max{1,2,3} = 3. Die Menge A = {—1, —%, —%, ...} besitzt ein Minimum,
ndmlich —1 aber kein Maximum. Es gilt aber sup A = 0.

! Achtung: So klar ist das noch nicht — in Kiirze dazu mehr
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Proposition 1.5.13. 1. Falls M ein Mazimum besitzt, so ist dieses eindeutig bestimmdt.

2. Falls A nicht leer ist und sup A < +00, so besitzt A genau dann ein Maximum, falls
sup A € A. Dann gilt max A = sup A.

Beweis. 1. Seien M7, Ms Maxima von M. Es folgt My < My und My < My, also My = Ms.

2. Angenommen M = max A existiert. Dann ist M eine obere Schranke von A und somit
sup A < M als kleinste obere Schranke. Nachdem aber auch sup A eine obere Schranke
ist folgt M < sup A, denn M € A. Also gilt M = sup A.

Falls andererseits sup A = M € A, so ist M eine obere Schranke also auch max A = M.
O

Definition 1.5.14. Seien a,b € R, a < b. Wir definieren die Intervalle
e [a,b] = {x € R:a <z <b} (,abgeschlossen®)
e (a,b) ={r €eR:a<x<b} (,offen“)
e [a,b) ={zx € R:a <z <b} (,halboffen*)
e (a,b] ={x € R:a <z <b} (,halboffen”).

Die Zahlen a, b sind die Intervallgrenzen des Intervalls. Man kann auch die offenen Intervall-
grenzen +oo zulassen.

Bemerkung. Sei I ein Intervall mit Grenzen a < b. Dann gilt sup I = b, inf I = a.
Definition 1.5.15. Wir nennen eine Teilmenge A C R induktiv, wenn gilt
1.1€ A
2. Falls x € A so gilt auch x +1 € A.

Proposition 1.5.16. Die natirlichen Zahlen N sind die kleinste induktive Teilmenge der
reellen Zahlen?.

Beweis. Wir sehen sofort, dass N als Teilmenge der natiirlichen Zahlen induktiv ist (durch
Identifikation des Nachfolgers v(a) = a + 1). Nun sei M C N, M # N. Dann kann M nicht
induktiv sein. In der Tat, sei @ € N\ M. Damit ist max{x € M : z < a} +1 ¢ M, aber
max{r € M : x < a} € M (Ubung: Diese Menge ist eine endliche Menge, somit existiert das
Maximum). O

Definition 1.5.17. Die ganzen Zahlen Z sind die Menge Z = {x € R: 2 € Ny oder —z € N}.
Die rationalen Zahlen Q sind die Menge Q = {x € R: p € Z und g € N existieren mit z = g}.

Satz 1.5.18 (Archimedes). 1. Zu jedem x € R existiert ein n € N, so dass n > x. Insbe-
sondere ist N nicht nach oben beschrinkt.

2. Zu jedem x € R existiert ein m € 7Z, so dass m < x. Insbesondere ist Z nicht nach
unten beschrinkt.

?Damit meinen wir: Falls M C R induktiv, so gilt N C M.
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3. Zu jedem € > 0 existiert ein n € N so dass % < €.

Beweis. 1. Zu einem Widerspruchsbeweis sei z € R, so dass n < x fiir alle n € N. Damit
wére aber N endlich (als beschrinkte Teilmenge der natiirlichen Zahlen, sieche Ubung)
und es existiert « = maxN. Aber a + 1 > a und wegen Induktivitéit gilt a + 1 € N.

2. Folgt direkt aus 1.

3. Zu % existiert nach 1. ein n € N mit n > % Damit folgt % <e.

Satz 1.5.19. Seien x,y € R mit x < y. Dann existiert ¢ € Q mit x < q < y.

Beweis. Sei € = y —x und n > 1. Wir setzen A = {k € Z : £ > z}. Dank Satz 1.5.18
ist A nicht leer. Weiters ist A nach unten beschriankt, denn k > nz fiir alle £k € A. Als
nicht leere, nach unten beschrinkte Teilmenge der ganzen Zahlen besitzt A ein Minimum
m (siche Ubungen). Damit ist 2 < o € Q. Weiters gilt auch 7 < y. Andernfalls wire
m > ny =n(x+€) =nx+ne >nx+ 1, also m — 1 € A. Dies ist ein Widerspruch zu m als
untere Schranke von A. O

Satz 1.5.20. Seic >0, ¢ € R. Dann existiert genau ein x € R, z > 0, so dass x> = c.

Bemerkung. Wir schreiben dann x = \/x bzw. © = c2.

Beweis. Wir wissen bereits, dass aus 22 = 0 folgt 2 = 0. Damit ist die Aussage nur noch fiir
¢ > 0 zu beweisen.

Eindeutigkeit: Angenommen 22 = ¢ und y?> = ¢, * > 0, y > 0. Dann folgt 0 = ¢ — ¢ =

2?2 —y? = (v +y)(x — y). Nachdem x + y > 0 folgt + — y = 0 (Nullteilerfreiheit) also
T =7y.

Ein Kandidat fiir x: Sei A = {r € R : 7 > 0,72 < c¢}. Dann ist A nicht leer, denn 0 € A.
Aber A ist auch nach oben beschrinkt, denn fiir » € A gilt r < ¢+ 1. In der Tat sei
r > c+ 1, damit folgt 2 > (¢ 4+ 1)? > ¢+ 1. Wir setzen z = sup A € R.

22 > ¢: Sei zum Widerspruch z? < ¢. Wir konstruieren ein € > 0 so dass x +¢ € A. Zuniichst
rechnen wir fir 0 <e < 1

(x+e)? =a® +2ze + & < a? +€e(2x +1).

Falls also 0 < € < 1 und € < g;—ﬁ, so folgt (z + ¢€)? < ¢. Da g;fl > 0 ergibt sich der
Widerspruch.

x? < ¢: Folgt mit Widerspruch unter der Annahme, dass #2 > ¢ dhnlich zur vorigen Rech-
2 2

nung, denn (z — €)? > ¢ falls € < L= Fiir ¢ = min{%¢, £} folgt (z — €)? > ¢ und

r—¢>0.Daz—e>0 (denn 2% > ¢ > 0) wire auch = — ¢ eine obere Schranke von A

und es folgt wieder ein Widerspruch zu x als kleinste obere Schranke von A.

Schluss: Es bleibt nur 22 = c.

O

Satz 1.5.21. Fir jedesc € R, ¢ > 0, n € N existiert genau ein x € R, x > 0, so dass ™ = c.
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Beweis. Analog zu Satz 1.5.20 O

1 1
Bemerkung. Fir x > 0, p,q € N setzen wir zi = (zP)a. Fiir x > 0, p,q € N setzen wir
2
x 0 = (%) . Die iiblichen Rechenregeln fiir Exponenten lassen sich leicht nachpriifen.

Proposition 1.5.22. Es gilt V2 ¢ Q.

Beweis. Angenommen /2 = % € Q. Wir diirfen annehmen, dass hochstens eine der Zahlen
k € Z, n € N durch 2 teilbar ist — ansonsten kiirzen wir den Bruch. Es gilt nun aber k? = 2n?
Damit ist k? gerade (ganzzahlig durch zwei teilbar). Wenn k? gerade ist, so ist auch k gerade.
Damit wiire aber auch s = %k‘z gerade — ein Widerspruch. U
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Kapitel 2

Reelle Folgen

2.1 Konvergenz

Definition 2.1.1. Eine Abbildung N — R nennen wir reelle Folge. Jedem n € N wird genau
eine Zahl a, € R zugeordnet. Fiir eine solche Folge schreiben wir (ap)nen, (an)52,, oder —
intuitiver (a1, a9, as,...).

Beispiel. 1. Die konstante Folge mit Wert a € R ist die Folge (a,a,a,...), also a,, = a fir
alle n € N.

2. Die harmonische Folge ist gegeben durch a,, = % fiir alle n € N.
3. Die geometrische Folge zu g € R ist gegeben durch a,, = ¢" fiir alle n € N.

4. Die Fibonacci-Zahlen sind rekursiv gegeben durch

a1=1, as=1, apy1=apny1+a, firneN.
5. Sei a € N. Dann ist die Collatz-Folge gegeben durch die Vorschrift

SR falls n gerade,
Ap+1 =
3a, +1 falls n ungerade.

Ubung: Zeigen Sie, dass fiir jedes a € N die Collatz-Folge in die kurzen zyklische Sequenz
1,4, 2, 1, etc. eintritt.

Definition 2.1.2. Sei (a,)nen eine reelle Folge und sei a € R. Dann konvergiert die Folge
(an)nen gegen den Grenzwert a fiir n gegen Unendlich, wenn gilt: Zu jedem e > 0 existiert
ein N € N mit der Eigenschaft, dass fiir alle n > N gilt: |a,, — a| < e. Wir schreiben in diesem
Fall

lim a, =a oder a, —»a (n— o).

n—oo

Bemerkung. 1. Im Allgemeinen wird IV von e abhéngen.

2. Zu € > 0 heifit das Intervall (a — €,a + €) auch e-Umgebung von a. Konvergenz einer
Folge gegen a bedeutet, dass fiir jedes € > 0 nur endlich viele Folgenglieder auflerhalb
der e-Umgebung von a liegen.
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3. In Quantoren geschrieben liest sich Konvergenz einer Folge (a,)nen gegen a € R als

Ve >03IN e N:Vn > N : |a, —a| <e.

4. Falls es zu einer Folge (a,)nen ein a gibt, so dass lim, o a, = a, so nennen wir die
Folge konvergent, andernfalls divergent. Falls lim, . a, = 0 so nennen wir a, eine
Nullfolge.

5. Der Grenzwert einer Folge wird oft lateinisch als Limes bezeichnet.
Beispiel. 1. Die konstante Folge a,, = a konvergiert gegen den Grenzwert a.

In der Tat, sei € > 0. Dann gilt |a, — a] = 0 < € fiir jedesn > 1= N.

2. Die harmonische Folge ist eine Nullfolge.

In der Tat, zu € > 0 finden wir dank Satz 1.5.18 ein N € N so dass % < €. Damit folgt
lan, — 0] = 2 < e fiir allen > N.

3. Fiir |q| < 1 ist die geometrische Folge eine Nullfolge.
%' —1 > 0. Mit der Bernoulli’schen Ungleichung (Ubung) sehen wir,

= (14 )™ > 1+ nz. Damit folgt aber |¢" — 0| = |¢|” < HIM < L < e fiir

Beweis: Sei z =

dass -
a|™
n>%=N.

4. Die Folge gegeben durch a,, = (—1)" ist divergent.

Angenommen a,, — a fiir n — co. Dann existiert zu € = 1 ein N € N mit |a, —a| < 1
fir n > N. Dann gilt aber

2 =lant1 — ap| <lapt1 —al+lap, —a| <1+1=2.

Ein Widerspruch.

Bemerkung. Sei (a,) eine konvergente Folge. Dann ist deren Grenzwert eindeutig bestimmt.

Um das zu sehen gelte a,, — a und a,, — b fiir n — oo. Falls a # b sei ¢ = @, so dass

(a—ea+e€e)N(b—¢eb+e€) = 0. Damit kann kein n € N existieren mit |a, — a| < € und
lan, — b| < e.
Satz 2.1.3. Jede konvergente Folge ist beschrdnkt.

Beweis. Es gelte a,, — a fiir n — oo. Zu € = 1 existiert N € N mit |a, — a] < € fur alle
n > N. Somit folgt |a,| < 1+ |a| fiir n > N und insgesamt

lan| < max{l+|al|,|a1],|azl,...,lan—1]} fiir alle n € N.
U

Bemerkung. Eine Folge heifit beschrinkt, falls die Bildmenge der zugehotrigen Abbildung
beschriankt ist als Teilmenge der reellen Zahlen.

Satz 2.1.4. Seien (an)nen und (by)nen konvergente reelle Folgen mit Grenzwerten a bzw. b.
Dann gelten die folgenden Aussagen.

1. limy,yo0(apn + by) = a+b.
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2. lim, o0 (ay - by) = ab.
3. Falls b# 0 und b, # 0 fiir alle n € N, so gilt auch lim,_, ‘g—: =3

Beweis. 1. Aus Konvergenz der beiden Folgen (an)neN und (by, )nen folgt, dass zu € > 0
ein N € N existiert mit |a, —a| < § und |b, — b| < § fiir alle n > N. Damit gilt aber
|(an + byp) — (a +b)| < e fiir n > N.

2. Nach Satz 2.1.3 existiert M € R so dass |a,| < M fiir alle n € N. Aus Konvergenz der
beiden Folgen (an)neN und (by, )nen folgt wieder, dass dass zu € > 0 ein N € N existiert
mit |a, —a| < 5 s und |bn, — b < 55. Damit folgt aber

|anbn,—ab| = |apby, —apb+apb—ab| < |anb, —anb|+|a,b—ab] < M|b, —b|+1b||an—al| < €
fir n > N.

3. In Anbetracht von Punkt 2 reicht es die Aussage fiir die konstante Folge a, = 1 zu
zeigen. Aus Konvergenz der Folge (b,,)nen gegen b # 0 existiert Ny € N mit |b,| > % fiir
n > Nj, man sieht dies durch Setzen von € = g in der Definition der Folgenkonvergenz.

Sei € > 0. Konvergenz der Folge (by,)n,en garantiert dann Existenz von Np € N mit
|bn, — b| < %e fiir n > Na. Wir rechnen

1

1
b, b

—bl<e

|b—b,
~ | bab

< b_2’bn

fiir n > N = max{Ny, Na}.
]

Satz 2.1.5. Seien (ap)nen und (by)nen konvergente Folgen mit Grenzwerten a bzw. b. Dann
gilt

1. Falls a, < b, fir allen € N so folgt a < b.

2. Falls a = b und a, < ¢, < by, fir alle n € N so folgt, dass auch die Folge (cp)n € N
konvergent ist mit Limes lim,, oo ¢ = a = b.

Bewets. 1. Zum Widerspruch sei a > b. Wir setzen ¢ = ‘IT_I’. Damit folgt aber durch
Konvergenz der Folgen a,, — a, b, — b, dass N € N existiert mit a,, > a — “T_b und
b, < b— “T_b fiir n > N und somit a, > b, fiir n > N. Ein Widerspruch.

2. Sei N € N so, dass |an, — a| <€, |b, —b|] < € fir n > N. Wir rechnen fiir n > N

chn—a<by,—a=b,—b<|b,—b|l<e

a—cp<a—ayn<la,—a|<e

und es folgt |c, —al <e.
O

Bemerkung. FEine strikte Ungleichung kann im allgemeinen nicht geschlossen werden. So ist
z.B. a, = % > 0 fiir alle n € N aber lim,,_,o a,, = 0.
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Definition 2.1.6. Eine Folge (ay)nen heifit bestimmt divergent gegen +oo falls zu jedem
K € Rein N € N existiert mit a,, > K fiir alle n > N. Wir schreiben a,, — 400 (fiir n — o00).
Analog definieren wir bestimmte Divergenz gegen —oo.

Satz 2.1.7. 1. Die Folge (an)nen Sei bestimmt divergent gegen —+oo. Dann gilt
limy, oo i = 0 (wobei gegebenenfalls endlich viele Folgenglieder bei denen a, = 0
ist verworfen werden miissen).

2. Sei (an)nen eine Nullfolge, wobei a, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt é — +oo (fir
n — 00).

3. Sei (an),cy bestimmt divergent gegen +oo und sei (by), o eine Folge mit an < by, fiir
alle n € N. Dann ist (by), ey bestimmt divergent gegen +oc.

4. Sei (an), ey bestimmt divergent gegen +o0o und (by),cy eine nach unten beschrinkte
Folge. Dann ist (a, + by,), oy bestimmt divergent gegen +-o00.

Beweis. 1.-3.: Ubung. Zu 4. Sei M € R eine untere Schranke zu (bn)pen und sei K € R.
Die bestimmte Divergenz der Folge (an),cy garantiert Existenz von N € N, so dass a, >
K — M € R fir alle n > N. Es folgt, dass ap, + b, > K — M + b, > K fiir n > N. O

Definition 2.1.8. Eine Folge (a,)nen heifit monoton wachsend wenn gilt a1 > a,, fiir alle
n € N. Eine Folge (ay,)nen heifit streng monoton wachsend wenn gilt a,,4+1 > a, fiir allen € N.
Analog ist (streng) monoton Fallend definiert.

Satz 2.1.9. Sei (ap)nen eine streng monoton wachsende Folge. Dann ist die Folge (an)nen
genau dann konvergent wenn sie beschrinkt ist.

Beweis. Da konvergente Folgen beschrinkt sind, geniigt es zu zeigen, dass monoton wach-
sende, beschriinkte Folgen konvergieren. Sei also (ay, )neny monoton wachsend und beschrénkt.
Wir setzen a = sup,,cn{an}. Sei € > 0. Nach Satz 1.5.11 existiert N € N mit ay > a —e. Da
(an)neny monoton wachsend ist, folgt a,, > a — € fiir alle n > N. Da a eine obere Schranke ist
folgt auch a,, < a und die Konvergenz ist gezeigt. O

2.2 Intervallschachtelungen

Definition 2.2.1. Eine Intervallschachtelung ist eine Folge (I,),en von Intervallen I, =
[an, by] mit a, < b, so dass gilt

Iny1 C I, firallen e N und lim b, —a, = 0.
n—oo

Satz 2.2.2. Sei (I),)nen eine Intervallschachtelung, dann ezistiert genau ein x € R mit x € I,
fir alle n € N.

Bemerkung. Wir schreiben auch (), .y An = {2z : 2 € A, fiir allen € N} und {J,,cy An =
{z :z € A, fir ein n € N} fiir den Schnitt bzw. die Vereinigung iiber eine Folge von Mengen

(An)neN‘
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Beweis. Da gilt I,41 C I, fiir alle n € N muss die Folge (a,)neny monoton wachsend und die
Folge (by)nen monoton fallend sein. Weiters gilt aber a; < a,, < by und by > b, > ay, beide
Folgen sind also auch beschriankt und konvergieren somit gegen a bzw. b dank Satz 2.1.9. Aus
diesem Satz folgt ebenfalls a, < a < b < by, fiir alle n € N, somit gilt {a,b} C ),y In-

Zur Eindeutigkeit seien z,y € [,y In mit x < y. Dann folgt

0<y—x<b,—a, firalleneN.
Mit Satz 2.1.5 Punkt 2 folgt y — x = 0, da b, — a,, — 0 fiir n — oo. O

Beispiel. Betrachte die Folgen (a),,cy und (by),cn mit

1 n 1 n+1
an:=<1+ﬁ> , bn:=<1+ﬁ> fiir n € N.

Dann konvergieren (an), oy und (b,),cn gegen die selbe Zahl e € R, die Euler’sche Zahl —
welche wir spéater ndher kennen lernen werden.

Um die Konvergenz zu sehen bemerken wir zunéchst, dass a,, < b, fiir alle n € N. Weiters ist
(@n)nen monoton wachsend und (by,)neny monoton fallend, da fiir n > 2 und der Bernouilli-
Ungleichung folgt

anzl-f—%nl_i_l:”irln'n
An—1 1+nL n—1 # n—1

sowie

—1+1n1>1+" L
N n?—1 1+1 7~ n?-1) 14177

Daweitersan<bnSbl:4undsomit0<bn—an:an(1+%—1):%” < % fir allen € N
folgt mit Satz 2.1.5 Punkt 2, dass b, — a,, — 0 fiir n — oo. Satz 2.2.2 zeigt die behauptete
Konvergenz zu einer Zahl genannt Euler’sche Zahl e.

2.3 Teilfolgen und Hiaufungspunkte

Definition 2.3.1. Sei (ap)nen eine reelle Folge und k& +— n(k) € N eine streng monoton
wachsende Folge natiirlicher Zahlen, also n(k+1) > n(k)+ 1. Dann heifit die Folge (a,))ken
Teilfolge der Folge (an)nen-

Bemerkung. Wir schreiben auch ay, fir a,,).
Lemma 2.3.2. Fualls die Folge (an)nen gegen a € R konvergiert, so konvergiert auch jede

Teilfolge gegen a.
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Beweis. Folgt direkt aus den Definitionen. In der Tat, sei ¢ > 0. Dann existiert N € N so
dass |a, — a| < e fiir alle n > N. Da fiir n(k) aus der Definition von Teilfolgen gilt n(k) > k
folgt sofort, dass |ay, ) —a| < e fir k> N. O

Definition 2.3.3. Eine Zahl a € R heifit Haufungspunkt einer Folge (a,)nen falls eine
Teilfolge (an))ken existiert, so dass a, ) — a (fiir k — c0).

Proposition 2.3.4. Sei (ap)nen eine reelle Folge. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

1. a ist Haufungspunkt von (ap)nen.
2. Zu jedem € > 0 und fiir alle N € N existiert ein n > N so dass |a, — a| < €.

3. Fiir jedes € > 0 enthilt die Menge {n € N: |a, — a| < €} unendlich viele Elemente.
Beweis. Ubung. O

Definition 2.3.5. Fiir eine Folge (ap)nen sind der Limes inferior bzw. der Limes superior
gegeben durch

liminf a,, = lim inf{a; : k > n} bzw. limsupa, = lim sup{ax:k > n}.
n—00 n—00 N—00 n—00

Proposition 2.3.6. Fiir beschrinkte Folgen existieren die Limiten in Definition 2.5.5.

Beweis. Wir setzen b, = infay : k > n, ¢, = sup{ax : k > n}. Die so definierten folgen sind
beschrinkt und monoton wachsend bzw. monoton fallend. Somit existieren die Limiten. [

Bemerkung. 1. Fiir nach unten unbeschrinkte Folgen (a,)nen setzen wir liminf,, ,~ a, =
—00.

2. Fiir nach oben unbeschrinkte Folgen (a;,)nen gibt es zwei Moglichkeiten: Falls der Limes
in 2.3.5 existiert, so setzen wir den liminf auf den jeweiligen Limes. Falls dieser nicht
existiert, so schreiben wir liminf,,_, . a, = +o00.

3. Analog gehen wir fiir den lim sup vor.

Lemma 2.3.7. Sei (ap)nen eine beschrinkte Folge. Dann ist liminf,, o a, der kleinste und
lim sup,,_,~ an der grifite Haufungspunkt von (ap)nen.

Beweis. Sei (bp)nen wie im Beweis von Proposition 2.3.6 definiert. Dann ist b =
liminf,, o a, = lim,_ 0 by. Seien nun € > 0 und N € N. Da b, — b fiir n — oo und
(bn)neny monoton wachsend, existiert K € N, K > N mit

b>b, >b—e¢ firallen> K.
Nach der Definition von bx und Satz 1.5.11 ein n > K mit a,, < bx + €. Somit folgt
b—e<bg <ap <bg+e

Nach Proposition 2.3.4 ist b ein Haufungspunkt der Folge (a,)nen. Analog lisst sich zeigen,
dass ¢ = limsup,,_,,, an = lim,_, ¢, ein Haufungspunkt ist.

Sei nun x € R ein Hdufungspunkt der Folge (an)nen mit Teilfolge (an,(x))ren, so dass x =
limg 00 @p(r)- Es gilt byy < ap), so dass aus Satz 2.1.5 folgt, dass b < z. Damit ist b =
liminf, ,~ a, der kleinste Haufungspunkt der Folge (a,,)nen. Auch hier folgt die Rechnung
fiir den lim sup analog. O
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Satz 2.3.8 (Bolzano-Weierstral). Jede beschrinkte reelle Folge besitzt einen Haufungspunkt
in R.

Beweis. Der lim inf der Folge existiert nach Proposition 2.3.6 und ist ein Hiufungspunkt nach
Lemma 2.3.7. [

Folgerung 2.3.9. Sei (ap)nen eine beschrinkte Folge. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

1. (an)nen ist konvergent.
2. (ap)nen besitzt genau einen Hdaufungspunkt.
3. limsup,,_,o an = liminf,_,. an,.
Beweis. 1. = 2. Lemma 2.3.2.
2. = 3. Proposition 2.3.7.

3. = 1. Wir behaupten, dass a = lim,,_, a,, = limsup,,_,., a, = liminf, _, a,. Angenom-
men das wére falsch. Dann existiert e > 0, so dass fiir alle k € N ein n(k) > k existiert
mit |a, ) — a > €. Somit existiert eine Teilfolge (ay))ken mit

lan) —al > € fiir alle k € N. (2.1)

Aus Beschrinktheit folgt mit Satz 2.3.8 Existenz eines Haufungspunktes b dieser Teil-
folge. Wegen (2.1) folgt |b— a| > €, aber beides sind Hdufungspunkte, die nach Lemma
2.3.7 zwischen liminf,_,. a, und limsup,,_,., a, liegen miissen. Diese sind nach Vor-
aussetzung gleich und somit ergibt sich ein Widerspruch.

L]

2.4 Cauchy-Folgen

Definition 2.4.1. Eine Folge (a;,)nen heifit Cauchy-Folge, falls fiir alle € > 0 ein N € N
existiert mit
lan, — am| < e fir alle n,m > N.

Satz 2.4.2. Jede Cauchy-Folge ist beschrdnkt.

Beweis. Sei (ap)nen eine Cauchy-Folge. Nach Definition existiert N € N mit |a, — a;| < 1
fiir n,m > N. Damit folgt aber

laj| < max{lan|+1,a1,a2,...,an—1} fiiralle j € N.
O

Satz 2.4.3 (Cauchy-Kriterium). Eine reelle Folge ist genau dann eine Cauchy-Folge wenn
sie konvergiert.

Beweis. ,,<“: Sei (an)nen eine Folge mit a, — a fiir n — oo und sei € > 0. Dann existiert
N € N mit |a, —a| < § fiir n > N und es folgt

\an—am\:]an—a\+]am—a\<§+§:e fiir n,m > N.
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»=: Sei nun (a,)nen eine Cauchy-Folge. Als nach Satz 2.4.2 beschrinkte Folge besitzt sie
einen Hiufungspunkt a € R mit Teilfolge a, ) — a fiir k — oo. Wir behaupten, dass
sogar gilt lim, o an = a. Sei also € > 0 und K € N so dass |a,p) —a| < § fiir k > K.
Weiters sei N € N so, dass |a, — am| < § fiir n,m > N. Nun sei £ > K mit n(k) > N.
Fir n > N gilt dann

€

€
lan = al = lan = an@) + anr) = al < lan = ang| +lanp) —al <5+ 5 =c¢

2
und Konvergenz ist gezeigt.
O
Bemerkung. 1. Um Konvergenz einer reellen Folge zu zeigen, geniigt der Nachweis, dass
die Folge eine Cauchy-Folge ist. Das ist haufig einfacher als der direkte Nachweis der

Konvergenz.

2. Eine rationale Cauchy-Folge konvergiert mit einem Limes in R, der Limes ist aber im
Allgemeinen nicht rational.

3. Nimmt man direkt an, dass jede reelle Cauchy-Folge konvergiert, so liasst sich hieraus
die Vollsténdigkeit der reellen Zahlen zeigen.
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Kapitel 3

Reihen

3.1 Konvergenz von Reihen

Definition 3.1.1. Sei (a,)nen eine Folge. Wir betrachten die Folge (s;,)nen der Partialsum-
men

n
Sp=ay+az -+ +ap = § ak
k=1

Wir nennen dann (sy,)nen eine (unendliche) Reihe.

Definition 3.1.2. Eine Reihe heifit konvergent falls die zugehérige Folge der Partialsummen
konvergiert.

Beispiel. 1. Sei —1 < ¢ < 1. Die zur geometrischen Folge (ax)ren, ar = ¢* gehérende Reihe
heiflit geometrische Reihe. Die Partialsummen der geometrischen Reihe sind gegeben

durch
n+1

n . 1_q
sn= 0" =~
k=0 q

Es ist leicht zu sehen, dass diese Reihe konvergiert, da 1 — ¢
n — 0.

L 1 fiir |[¢] < 1 und

2. Die harmonische Reihe > 77, % ist divergent gegen +oc0.

Um das zu sehen rechnen wir mit s, = Y p_; 4, dass

1 N 1 n n 1 S n 1
Sop — Sp = ——— e — > — = .
2n "Tn+l n+2 2n — 2n 2

Damit kann s,, keine Cauchy-Folge sein. Aus monotonem Wachstum folgt damit weiter
bestimmte Divergenz gegen +o0.

Satz 3.1.3. Seien Y o, ar und > ;o by konvergente Reihen und seien A\, € R. Dann ist
auch die Reihe "7 (Aax + pby) konvergent mit

Z(/\ak + uby) = )\Zak +MZbk.
= k=1 k=1

k=1

23



Beweis. Folgt direkt aus der analogen Aussage zur Folgenkonvergenz angewendet auf die
Folge der Partialsummen. O

Satz 3.1.4 (Cauchy-Kriterium). Eine Reihe Y, ay konvergiert genau dann wenn gilt: Zu
jedem € > 0 existiert ein N € N so dass ‘Z;”:TLH ak‘ < € fiir alle m,n > N. Insbesondere ist
fiir konvergente Reihen die Folge der Summanden immer eine Nullfolge.

Beweis. Folgt direkt aus dem Cauchy-Kriterium zur Folgenkonvergenz angewendet auf die
Folge der Partialsummen. O

Bemerkung. Aus der Eigenschaft, dass die Folge der Summanden einer Reihe eine Nullfolge
ist, folgt nicht Konvergenz der Reihe — ein Gegenbeispiel ist die harmonische Reihe.

Satz 3.1.5 (Reihen und Ungleichungen). Seien (ag)ren und (bg)ren Folgen. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

1. Falls 0 < a < by fir alle k € N und Y 2, by konvergiert, dann konvergiert auch

> oreq ap und es gilt
o0 o0
o< S0 S
k=1 k=1

2. Falls ay, > by, fir alle k € N und > ;2 by = +00, dann gilt auch Y - ar = +00.

Beweis. Auch dies folgt direkt aus den entsprechenden Aussagen zur Folgenkonvergenz an-
gewendet auf die Folge der Partialsummen. O

Beispiel. Die Reihe ) 2, k—lz ist konvergent, denn fiir alle k > 2 gilt

RS SRS S
2 k(k—1) k-1 k &

0<ar =

Wihlen wir zusétzlich b; = 1, so folgt a; < bg. Die Reihe 220:1 by, ist aber konvergent, da

n
1
E bp=1+1——
n
k=1

dank eines Teleskopsummenarguments (d.h., durch die alternierenden Vorzeichen heben sich
alle Summanden aufler dem ersten und dem letzten weg).

Satz 3.1.6 (Leibniz-Kriterium). Sei (ay)ren eine reelle, monoton fallende Nullfolge. Dann
konvergiert die alternierende Reihe > po i (—1)*+1ay.

Beweis. Seien m,n € N, m > n. Wir rechnen unter Benutzung der Monotonie der Folge
(an)nen, fir n gerade, dass

m m

> ak = (ant1—ant2)+(@nts—anta)+ - = 0> ar = anp1—(anp2—n13)—(anta—anis)— - < ani1.
k=n k=n

Analog bekommen wir fiir n ungerade

m
—Gpy1 < Zak <0.
k=n

Da die a,, eine Nullfolge bilden folgt mit den Cauchy-Kriterium (Satz 3.1.4) Konvergenz. [
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Beispiel. Die alternierende harmonische Reihe Y72, (—1)*13 ist konvergent.

Definition 3.1.7. Eine Reihe Y 72 aj heifit absolut konvergent, falls die Reihe Y 72, |ak|
konvergiert.

Beispiel. Die alternierende harmonische Reihe ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Satz 3.1.8. Jede absolut konvergente Reihe Y oo | ay, ist konvergent und es gilt
o
>
k=1

Beweis. Nach Voraussetzung konvergiert > "7 ; |ax| und erfiillt somit das Cauchy-Kriterium
(Satz 3.1.4). Fiir m > n gilt mit der Dreiecksungleichung

o0

<D laxl-
K

=1

m m
> ar| < D ]
k=n+1 k=n+1

und somit erfiillt auch Y 7 | ai das Cauchy-Kriterium. Die Abschitzung folgt ebenfalls durch
Anwendung der Dreiecksungleichung auf die Partialsummen und Nutzung von Satz 2.1.5. [

Satz 3.1.9 (Majorantenkriterium). Sei > -, aj eine Reihe sowie Y po, ¢k eine konvergente
Reihe. Falls ein ky € N existiert mit

lag| < e fir alle k > ko
so konvergiert die Reihe Y ;- | aj absolut.
Bemerkung. Die Reihe Y 22, ¢ heiBt in diesem Fall Majorante der Reihe Y 7o ; ak.

Beweis von Satz 3.1.9. Folgt direkt aus Satz 3.1.5. O

Satz 3.1.10 (Quotientenkriterium). Sei Y77, ai eine Reihe so dass ein N € N existiert mit
ap # 0 fir alle k > N.

1. Falls
a
q = limsup AR P 1,
k—o0 ag
so konvergiert die Reihe Y p- ; ay absolut.
2. Fualls
lim inf |21 > 1,
k—o0 ag

s0 ist Y po ay divergent.
Beweis. 1. Es sei p € R mit ¢ < p < 1. Dann existiert K > N mit

Wt < <1 fiir k> K,

ag

denn sonst gibe es einen Haufungspunkt r von afl—“ mit r > p, ein Widerspruch zu
Lemma 2.3.7, also dem lim sup als grofiten Haufungspunkt. Damit folgt aber
|ak| < plag—1| < plag—z| < -+ < p"Flag| = CpF

fir C' = p~®|ag|. Damit ist aber e Cp* eine Majorante und die Behauptung folgt
mit Satz 3.1.9 und der Konvergenz der geometrischen Reihe.
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2. Es folgt mit einem &hnlichen Argument dass |ag| > |ag—1] > -+ > |ax| > 0 fir ein
geeignetes K € N. Damit ist (ax)gen keine Nullfolge und die zugehoérige Reihe nach
Satz 3.1.4 nicht konvergent.

O

Beispiel. Sei ¢ € R mit |q| < 1, ¢ # 0. Fiir a € N setzen wir aj, = k%¢"* fiir k € N. Dann

gilt

Ak+1
ak

B |(k 4+ 1)%g"1 (k+1
kg K

) lq| — |q| fir & — oo.

Somit konvergiert die zugehorige Reihe absolut.

1. Das Quotientenkriterium angewandt auf die divergente harmonische Reihe ergibt

k41

o | = 1. Somit ist das Kriterium fiir Divergenz nur hinreichend, nicht not-

limy, o0

wendig.

2. Ebenso ergibt sich fiir a = k—lz fiir k € N (also konvergente zugehorige Reihe) ein Limes

3 ak+1
limy o0 ar

nicht notwendig.

= 1. Auch fiir Konvergenz ist das Kriterium also nur hinreichend, aber

Satz 3.1.11 (Wurzelkriterium). Sei > ;2 aj eine Reihe.
1. Falls imsupy,_,, ¥/|ax| <1 so ist > 72| ai absolut konvergent.
2. Falls limsupy,_, . /|ag| > 1 so ist Y po a divergent.

Beweis. 1. Wir wihlen p € R mit limsup,_,o, /]ax| < p < 1. Dann existiert K € N, so
dass W < p fir £ > K und somit |ag| < pk fiir £ > K. Wieder finden wir somit
eine geometrische Reihe als Majorante fiir > ;2 a;. Konvergenz folgt mit Satz 3.1.9
und der Konvergenz der geometrischen Reihe.

2. Nach Voraussetzung finden wir unendlich viele Indizes mit {/|ax| > 1, also auch |ax| >
1, damit ist (ag)ren keine Nullfolge und die zugehorige Reihe nach Satz 3.1.4 nicht

konvergent.
[

3.2 Umordnung und Produkt von Reihen

Satz 3.2.1 (Umordnungssatz). Sei ) -, aj eine absolut konvergente Reihe und sei ¢: N — N
eine Bijektion. Dann ist auch die umgeordnete Reihe

Z Ag(k) = Ag(1) T Ap(2) T Ag3) +---
k=1

absolut konvergent und es gilt

Z Ag(k) = Z k-
k=1 k=1
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Beweis. Sei € > 0. Dann existiert N € N mit

m

Z lag| < e.

k=N+1

Wir setzen
K :=max{j e N:¢(j) < N} > N

und es folgt ¢(j) > N + 1 fur alle j > K + 1 und damit auch fiur alle k, 0 > K+ 1,1 >k

! [e%s)
Yo laspl < D lal <e
j=kt1 k=N-+1

Nach dem Cauchy-Kriterium konvergiert » 7~ ag(k) absolut. Es gilt weiterhin fiir alle m > K

m m
2= ) ot
k=1 k=1
N K m m m
S) IS S EE D SR DR EES SR HPEH
k=1 k=1 k=N+1 k=K+1 k=N+1
Mit den Rechenregeln fiir konvergente Folgen ergibt sich > ;2 ap = > 54 Ag(k)- O

Satz 3.2.2 (Cauchy-Produktsatz). Seien > ;- ar und > ;- b absolut konvergente Reihen.

Wir setzen dj = SF

=1 ajby—ji1. Dann konvergiert die Reihe Y p- | di, absolut und es gilt

Achtung: Solche Doppelsummen ergeben nur bei absoluter Konvergenz Sinn, denn es gibt
hier keine kanonische Reihenfolge der Summation.

Beweis von Satz 3.2.2. Beweis. Fiir jedes n € N gilt

Soldil =D 1> abijia| <D0 lagl byl
=1

i=1 |j=1 i=1 j=1

Z Jasl o] = | D layl (Zwkl) =: AnB,.

k=1 j=1 k=1
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Da (An), gegen > 22, |a;| und (By), gegen Y ;2 [by| konvergieren, ist damit (3°)_; |dil),,
monoton wachsend und nach oben beschrinkt. Mit Satz 2.1.9 folgt, dass Y ., d; absolut
konvergiert. Wir betrachten jetzt zu n € N

2n 2n n
> (o) -3a
j=1 k=1 i=1

IN

2n n
> agllbel = Y lallbx|

Ji:k=1 Ji:k=1
- |B2nc2n - Bncn| .

Da (A;), und (B,), konvergent sind, strebt die rechte Seite mit n — oo gegen Null. Mit
Satz 2.1.5 und den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten wir

9] o0 2n 2n n
Za]‘ (Zbk> —S:nlij{.lo ij (ch> _nILI&ZdiZO
J=1 k=1 j=1 k=1 =1

O
3.3 Die Exponentialreihe
Satz 3.3.1. Sei x € R. Dann konvergiert die Exponentialreihe
Lk
expr = Pk
k=0
absolut.
Beweis. Wir setzen ap, = %xk und rechenen
k11 k! gkl 1 .
= = — 0 fir k — oo.
ax ’(kJrl)!xk pril oo
Mit dem Quotientenkriterium (Satz 3.1.10) folgt absolute Konvergenz der Reihe. O

Satz 3.3.2 (Funktionalgleichung). Fiir alle x,y € R gilt exp(z + y) = exp(x) - exp(y).

Beweis. Nachdem die Reihen expx und expy wie gerade bemerkt absolut konvergent sind
folgt mit den Sétzen 1.4.8 und 3.2.2, dass

exp(x) - exp(y) = <Z %M) : Z %yﬂ'

k=0 §=0
—x (1 k) 1 n—k
= —x
> 5 i
== <k (n—k)
S 1 k n—k
=2 2ty
TAY
vt kl(n — k)
_ k n—k __ n __
—Zm <k>xy —Zm(x—i—y) = exp(z +y).
n=0""" k=0 n=0
=(@ty)"
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Proposition 3.3.3. Fir alle x € R gilt

exp(—x) = sowie exp(z) > 0.

exp(z)
Beweis. Beides folgt direkt aus der Funktionalgleichung Satz 3.3.2. O
Satz 3.3.4. Es gilt
1 n
exp(l) =e= lim <1 + —)
n—oo n

sowie
exp(q-z) = exp(x)? fir alle g € Q und alle x € R.

Beweis. Ubung. O
Bemerkung. Wir schreiben auch exp(q) = €4 fiir ¢ € Q.

Lemma 3.3.5. Fir |x| <1 undn € Ny gilt

“ 1 2
— — ok n+1
exp Zk!x < (n+1)!|x| :
k=0
Beweis. Mit Dreiecksungleichung und Satz 2.1.5 folgt
n oo
1 1
exp(z) — ka = Z H:ck
k=0 k=n+1
— 1
k
< Z E\xl
k=n+1
||t 1 1 1 5 1 1 1 3
— 1 _ [ e
CES I G L P Lol B pravee: praray Lo My
k
|x\”+1 i ( 1
=i 2= Gl
(n+ Dl \n+j+1
k
|aﬂn+1 0 1 )
= 2. 15) = el
(n+1).k20 2 (n+1)!
denn jeder der k£ Faktoren im Produkt ist kleiner als % O
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Kapitel 4

Funktionen und Stetigkeit

Im Folgenden bezeichnet D eine nicht leere Teilmenge der reellen Zahlen.

4.1 Reelle Funktionen

Definition 4.1.1. Eine Abbildung f: D — R bezeichnen wir als reelle Funktion.

Bemerkung. Wir erinnern uns an Begriffe wie Injektivitit, Surjektivitit, Graph, Bild, Hinter-
einanderschaltung oder Einschrinkung von Abbildungen.

Beispiel. 1. Die konstante Funktion zu ¢ € R ist gegeben durch f: R - R, z + c.
2. Die identische Abbildung idp: D — R, x — .
3. Affin-lineare Funktionen f: R — R sind gegeben durch a,b € R, f(z) = az + b.
4. Die Quadratwurzelfunktion /-: [0,00) = R, z — /.
5. Die Exponentialfunktion exp: R — R, z — exp(x).

Definition 4.1.2. Seien f,g: D — R reelle Funktionen, A € R. Dann definieren wir

f+a9,fg,\f: D =R
(f+9)(@) = f(z)+9(z), (f9)(z)=[f(x)g(z), Af)(z)=Af(z)

sowie fiir D' = {x €: g(z) # 0}

4.2 Stetigkeit und Grenzwerte

Definition 4.2.1. Eine Funktion f: D — R heifit stetig im Punkt x¢g € D falls zu jedem
€ > 0 ein § > 0 existiert, so dass

|f(x) — f(xo)| < e fiir alle x € D mit |z — x| < 0.

Eine Funktion f: D — R die in jedem Punkt zg € D stetig ist heifit stetig.
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Beispiel.

Affin-lineare Funktionen f: R — R, f(z) = ax + b fiir gegebene a,b € R sind stetig.
In der Tat, die Wahl 6 = Ia\ﬁ geniigt der Definition.

Die Betragsfunktion |- |: R — R, x +— |z| ist stetig.
Hier reicht es in der Definition 6 = € zu wihlen, denn |z| — |y| < |z — y| fiir alle z,y € R.

Proposition 4.2.2. Die Exponentialfunktion ist stetig.
Beweis. Fiir zg = 0 gilt wegen Lemma 3.3.5, dass
lexpz — 1] < 2|z fir |z| < 1.
Zu € > 0 geniigt hier also die Wahl 6 = min{1, §}, so dass — da exp0 =1
lexpz —exp0| <20 <e firz € R mit |z| <d

und somit ist die Exponentialfunktion stetig im Ursprung.
Fiir zg # 0 nutzen wir die Funktionalgleichung in Satz 3.3.2 und bekommen

1 expx

|exp xg — exp x| = | exp x| = |exp zp| |1 — exp(z — xp)] .

exp To

Sei € > 0. Da die Exponentialfunktion stetig im Ursprung ist, existiert J > 0, so dass

€

|1 — exp(z — x0)| fir |z — x| < 6.

< -
| exp o

Somit folgt auch |expzo —exp x| < € fiir |z — x| < 6 und damit Stetigkeit der Exponential-
funktion in zg. Dies gilt fiir alle 9 € R und somit ist die Exponentialfunktion stetig. O

Definition 4.2.3. Ein Punkt x¢ € R heiflit Hiufungspunkt einer Menge D C R falls fiir jedes
e > 0 die Menge D N (xg — €, 0 + €) unendlich viele Elemente besitzt.

Lemma 4.2.4. Ein Punkt xo € R ist genau dann Hdufungspunkt der Menge D wenn es eine
Folge (x3)ren in D\ {xo} gibt mit limy_,o 2 = 0.

Beweis. Sei x¢p Haufungspunkt von D. Dann existiert fiir alle £ € N ein

1 1
T € <330— E,.’Eo—{-E) N D, xy # xo.

Fiir die so definierte Folge (xy), gilt |zx — zo| < % — 0, also limg_, 2 = xg, Wie verlangt.
Sei umgekehrt eine Folge (x1), in D\ {xo} gegeben mit limy_, = = 9. Angenommen, fiir
ein € > 0 ist die Menge (xg — €, 29 + €) N D endlich. Dann ist

(xo —€,xz0 +€) N D\{zo} = {a1,...,a,} fiireinme Ny
und wir erhalten
€>pi= 1gignm|ai — xp| > 0.
Wegen limy_, |z — zo| = 0 folgt fiir £ hinreichend grof
2y € (zo — p,z0 + p) N D\ {zo} = 0.

Dies ist ein Widerspruch. U
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Definition 4.2.5. Sei f: D — R eine Funktion und xy Haufungspunkt von D. Wir sagen
die Funktion f konvergiert fiir x gegen zg gegen a € R falls zu jedem e > 0 ein § > 0 existiert
mit der Eigenschaft dass

|f(z) —a|l <e firallex € Dmit 0 < |z — x| <9I
und schreiben

f(z) > a firz—x9 oder h_)m f(z) = a.
T—T0

Satz 4.2.6. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
1. f(z) — a fir x — xo.
2. Fir alle Folgen (z)ken, x € D\ {0}, img_yoo Tx = xo gilt limy_,o f(21) = a.
Beweis. 1= 2: Sei € > 0 gegeben und § > 0 so gewihlt, dass
|f(x) —a|l <e firallexz e Dmit0<|z— x| <.

Zu einer Folge wie in (2) existiert dann N € N, sodass 0 < |z — xo| < 0 fiir alle & > N.
Dies impliziert, dass |f () — a|] < € fiir alle k > N. Damit folgt 1.

2 = 1: Angenommen es gelte nicht lim,_,,, f(z) = a. Dann existiert ein € > 0, sodass fiir
alle k € Nein x € D\ {xo} existiert mit

1
lzg — x| < Z aber |f (zr) —al >e.
Damit konvergiert (xj), gegen xo, aber (f (xy)), nicht gegen a, ein Widerspruch.
O

Satz 4.2.7. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

1. f ist stetig in xzq.

2. f(x) = f(xo) firz — xo.

3. Flir alle Folgen (zk)ken, Tk € D, limg_o0 ) = xo gilt limg_o0 f(zx) = f(x0).
Beweis. 1< 2: Dies folgt aus den Definitionen, da |f(z) — f (x0)| = 0 fiir z = xo.

2 < 3: Dies folgt mit Satz 4.2.6 zuniichst fiir alle Folgen in D\ {z(}, dann aber auch fiir alle
Folgen in D.
O

Satz 4.2.8. Seien f,g: D — R reelle Funktionen und xq ein Hdaufungspunkt von D. Es gelte
f(z) = a und g(x) — b fir x — xo. Dann gilt fir x — xg

f(@)+g(x) = a+b, flz)g(z)— ab.
und (falls b #0) % — ¢

Falls f und g stetig im Punkt xo € D sind, dann sind auch die Funktionen f + g sowie fg
stetig im Punkt xq. Falls g(xo) # 0 dann ist auch 5 stetig im Punkt x(.
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Beweis. Dies folgt unter Betrachtung von Satz 4.2.7 und den Rechenregeln fiir konvergente
Folgen. O

Satz 4.2.9. Seien f: D — R, g: E — R reelle Funktionen mit f(D) C E. Falls f stetig ist
in xg € D und g stetig ist in yo = f(xo) € E, so ist go f: — R stetig in xg.

Beweis. Sei (z,,)nen eine Folge in D, so dass x, — x¢ fiir n — co. Aus der Stetigkeit von f
in o folgt nun y,, = f(z,) — yo = f(xp) fiir n — oco. Aufgrund der Stetigkeit von ¢ in yo
schlieflen wir, dass g(yn) = 9(f(xn) — 9(v0) = g(f(x0)) fir ,, — x¢ und die Stetigkeit ist
gezeigt. O

Beispiel. Polynome sind stetig. Rationale Funktionen sind stetig auflerhalb der Nullstellen
ihrer Nenner.

Definition 4.2.10. Sei f: D — R eine reelle Funktion.

1. Sei z¢ ein Haufungspunkt von D. Dann schreiben wir
lim f(z)= 400
T—T0
falls zu jedem M € R ein § > 0 existiert mit f(x) > M fiir alle z € mit 0 < |z — x| < 0.

2. Sei D nicht nach oben beschrénkt und a € R. Falls zu jedem € > 0 ein k € R existiert
mit |f(x) — a| < e fiir alle x € mit x > k, so schreiben wir

Analog definieren wir die Grenzwerte limg_,,, f(x) = —oo, lim,,_~ f(z) = a sowie
lim, 4o f(x) = £o0.

4.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 4.3.1 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig. Es gelte f(a) < yo < f(b) oder
fb) < yo < f(a) (also yo zwischen f(a) und f(b)). Dann existiert ein xo € [a,b] mit
f(@o) = yo-

Beweis. Wir betrachten den Fall f(a) < yo < f(b), die anderen Fille folgen analog, bzw.
sind trivial, falls f(a) = yo oder f(b) = yo. Da die Menge M = {x € [a,b] : f(x) < yo} nicht
leer und beschrinkt ist setzen wir 2o = sup M. Wir behaupten, dass f(xg) = yo.

Schritt 1: Wir zeigen, dass a < zg < b. In der Tat existiert wegen der Stetigkeit von f ein
d >0, so dass f(z) < yo fur z € [a,a+0) und f(x) > yo fiir x € (b —9,b)].

Schritt 2: Nach der Wahl von z( als kleinste obere Schranke existiert eine Folge (zx)gen in
M mit xg — % < xp < xg fiir alle k € N. Da f stetig ist folgt

f(xo) = Jim f(zr) < wo.

Schritt 3: Nachdem zy < b nach Schritt 1, folgt, dass fiir hinreichend grofle £ € N gilt
x0+% < b. Da x eine obere Schranke von M ist, erhalten wir xm—% ¢ M, also f(a:0+%) > Yo.
Mit der Stetigkeit von f bekommen wir

Flao) = Jim f(ro+ 1) > 0.

Zusammen mit Schritt 2 ergibt sich die Behauptung. O
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Folgerung 4.3.2. Sei f: [a,b] — R stetig und es gelte f(a)f(b) < 0. Dann existiert eine
Nullstelle von f im offenen Intervall (a,b).

Beweis. Da f(a)f(b) < 0 liegt yo = 0 zwischen f(a) und f(b) und weder a noch b sind
Nullstellen von f. Die Behauptung folgt mit Satz 4.3.1. O

Proposition 4.3.3. Sei I C R ein (mdglicherweise uneigentliches, d.h. mit Grenzen +00)
Intervall, f: I — R stetig. Dann ist f(I) ebenfalls ein Intervall (méglicherweise uneigentlich,
oder nur aus einem Punkt bestehend).

Beweis. Wir setzen a = inf f(I), f = sup f(I). Sei nun y € R mit o« < y < [. Nach
Satz 1.5.11 existieren zg,z1 € I mit f(z1) < y < f(z2). Der Zwischenwertsatz, Satz 4.3.1
garantiert nun Existenz von xg € I mit f(xg) = y. Somit folgt (a, 8) C f(I). Fiir y > 8 oder
y < «a folgt andererseits aus der Definition des Supremums und des Infimums, dass y ¢ f(I).
Somit ist f(I) ein Intervall. O

Bemerkung. Es kann durchaus vorkommen, dass eigentliche Intervalle auf uneigentliche In-
tervalle abgebildet werden, so gilt fiir f: (0,1] = R, f(z) =1, dass f((0,1]) = [1, 00).

Definition 4.3.4. Eine Funktion f: D — R heifit beschrinkt, wenn ihre Bildmenge be-
schriankt ist. Analog definieren wir nach oben bzw. nach unten beschrinkte Funktionen.

Satz 4.3.5. Sei f: [a,b] — R stetig, a < b. Dann nimmt f auf |a,b] ihr Mazimum und
Minimum an, i.e., es existieren x4 und x_, so dass

f(z4) =sup{f(z): x € [a,b]} = max{f(z) : x € [a,b]} wund
flz=) =inf{f(z) : x € [a,b]} = min{f(x) : z € [a, b]}.

Beweis. Wir zeigen den Satz fiir das Minimum, fiir das Maximum folgt der Beweis analog.
Dazu betrachten wir eine Folge (zk)ren in [a,b], so dass f(xr) — inf{f(z) : = € [a,b]},
genannt Minimalfolge. Eine solche Folge existiert wie immer aufgrund der Definition des
Infimums. Die Minimalfolge ist beschréinkt und somit existiert dank des Satzes von Bolzano
und Weierstrafl, Satz 2.3.8, eine konvergente Teilfolge (zj(n))neny mit Limes z_. Nachdem
xy € [a,b] fir alle k € N folgt dies auch fiir x_. Aufgrund der Stetigkeit von f gilt

inf{f(2) 2 € [a,b]) = lim_fla) = f(ao).
Somit ist z_ die gesuchte Minimalstelle. O

Folgerung 4.3.6. Stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen sind beschrdnkt.

Beweis. Dies folgt nach Betrachtung des Beweises von Satz 4.3.5, denn R > f(z_) =
inf{f(x) : € [a,b]} und ebenso R > f(z4) =sup{f(z) : z € [a,b]}. O

Definition 4.3.7. Sei f: D — R eine Funktion. Dann heifit f gleichméfig stetig falls zu
jedem € > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass fiir alle x,y € D min |z —y| < ¢ gilt | f(z) — f(y)| < e.

Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dass gleichmiiflig stetige Funktionen stetig sind.

Beispiel. Die Funktion f: (0,00) — R, f(z) = 2 ist stetig, aber nicht gleichmiBig stetig.

Tz

Satz 4.3.8. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f gleichmifig stetig.
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Beweis. Beweis. Angenommen f sei nicht gleichméfig stetig. Dann existiert ein € > 0, sodass
fiir alle § = %, k € N, Punkte zg, yx € [a,b] existieren mit

ke —ykl < %, aber |f (zx) — f ()] > e

E?
Dann sind (2y),cn und (yx)gcn beschriankte Folgen in [a, b] und nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl existiert eine Teilfolge (xk(j))jeN und ein z € R, sodass xy;y — = (j — o). Da
a <z < b fiir alle j € N, folgt = € [a,b]. Dann gilt aber auch yy, ;) — x fiir j — oo, denn

ki) — 2| < k) — zrey | + |org) — 2] =0 (5 — o0).

Da f stetig ist, folgt weiter

0=1f(x) = f@)l = | lim f (2r5)) = lim f ()

Jj—o0
= lim [f (k) = f (ep) | 2

ein Widerspruch zu e > 0. U

Definition 4.3.9. Ein (reelle) Funktionenfolge ( f,,)nen ist eine Abbildung von N in die Menge
der Funktionen von D in die reellen Zahlen. Wir sagen ( f,,)nen konvergiert punktweise gegen
f: D — R falls fiir jeden Punkt = € D gilt f,(z) — f(z) fir n — oo und schreiben in diesem
Fall

fn— f punktweise fiir n — oo.

Beispiel. Ein Funktionenfolge (f,)nen sei gegeben durch f,: [0,1] — R, f,(x) = z™. Dann
gilt

In—=f
wobei
0 z<1
f<$):{1 =1

Insbesondere sehen wir, dass der punktweise Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen nicht
notwendigerweise stetig ist.

Definition 4.3.10. Eine Funktionenfolge (fy,)nen, fn: D — R konvergiert gleichméBig gegen
f: D — R, und schreiben

fn— f gleichméfig fiir n — oc.
wenn zu jedem € > 0 ein N € N existiert mit
|fn(x) — f(x)] < e firallen > N und alle z € D.

Satz 4.3.11. Sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen, fn, — f gleichmdfig fir n — oo.
Dann ist f ebenfalls stetig.
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Beweis. Sei zg ein Punkt im Definitionsgebiet D der Funktionen, ¢ > 0. Es existiert dann
N €N, so dass |fu(z) — f(z)] < § fiir alle n > N und alle z € D. Weiters sei 6 > 0, so dass
|fn(z) — fn(z0)| < § fiir z € D, |v — 0| < 6. Damit folgt

F(@) = Flao)] < |£(@) = (@) + |fw(@) = o) + [ fn(eo) — Flzo)| < 5+ 5+ 5 =

fir x € D, |z — x| < 0. O
Definition 4.3.12. Eine Funktion f: D — R heif}t

1. monoton wachsend, falls f(z) < f(y) fir alle z,y € D mit x < y,

2. streng monoton wachsend, falls f(x) < f(y) fir alle z,y € D mit z < y,

3. monoton fallend, falls f(x) > f(y) fur alle z,y € D mit z < y,

4. streng monoton wachsend, falls f(z) > f(y) fiir alle x,y € D mit z < y,

5. monoton, falls f monoton wachsend oder monoton fallend ist,

6. streng monoton, falls f streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

Satz 4.3.13. Sei f: I — R eine Funktion auf dem (gegebenenfalls uneigentlichen) Intervall
I mit Intervallgrenzen a < b. Sei f stetig und streng monoton wachsend. Dann gilt

1. J = f(I) ist ein (gegebenenfalls uneigentliches) Intervall mit Intervallgrenzen o =

inf f(I) und 8 =sup f(I).

2. a=limy_q f(x) und 8 = lim,_ f(x), und a € J genau dann wenn a € I sowie B € J
genau dann wenn b € I.

3. Die Funktion f: I — J ist bijektiv.
4. Die Umkehrfunktion f~1: J — I ist stetig und streng monoton wachsend.

Beweis. Dass J ein Intervall ist wurde in Proposition 4.3.3 gezeigt. Aus strikter Monotonitét
folgt Injektivitédt und somit Bijektivitit von f: I — J. Punt 2 Folgt ebenfalls aus der strikten
Monotonitét.

Es bleibt die Stetigkeit von f~':.J — I zu zeigen. Sei also yo = f(xg) € J, g € I. Wir
betrachten zunédchst den Fall a < ¢ < b. Dann existiert ¢g > 0, sodass

I :=[xg —€,0 + €] C I fiir alle € < €.

Setze ¢ := f (xg — €),d := f (zg + €). Da f streng monoton wéchst, ist f : I. — [c, d] bijektiv.
Wihle dann 6 := min {yo — ¢,d — yo }. Dann gilt fiir alle y € J mit |yo — y| < §, dass y € (¢, d),
und damit f~!(y) € I.. Insbesondere folgt also ‘fﬁl(y) — l‘o‘ < €. Da € > 0 beliebig war,
zeigt dies, dass f~! stetig in g ist. Falls 29 = a so konnen wir #hnlich fiir I, = [zg, 2o + €]
argumentieren, wir wéhlen dann § := f(xo+¢€) — f (zo),€e > 0 hinreichend klein. Der Fall
xo = b folgt ebenso. O

36



4.4 Der Logarithmus und allgemeine Potenzen

Satz 4.4.1. Die Ezponentialfunktion exp: R — (0, 00) ist bijektiv, streng monoton wachsend
und stetig. Fs gilt
lim exp(x) =0, lim exp(zr) = +oo.

T—r—00 T——+00

Damit definieren wir die Logarithmusfunktion als Umkehrfunktion
In=exp !, In:(0,00) = R.
Die Logarithmusfunktion ist stetig, streng monoton wachsend, bijektiv und es gilt

lim 1 =— In(1) = 1 =1 lim 1 = .
lim n(x) oo, In(1)=0, In(e) =1, m n(x) = 400

Weiters gilt die Funktionalgleichung des Logarithmus
Inzy=Inz+1Iny fir alle z,y > 0.

Bemerkung. Mit lim,~ o f(z) bezeichnen wir den Grenzwert f(xy), wobei x; — 0 mit x > 0
fiir alle k € N.

Beweis von Satz 4.4.1. Die Eigenschaften der Exponentialfunkton folgen aus expx > 1+
fiir x > 0, was aus ihrer Definition ersichtlich ist. Direkt folgt
1

lim expxr = 400 und lim expx = lim =0
T—00 T—r—00 T—+00 eXp T

Strenge Monotonitét folgt da fiir £ > 0 gilt exp& > 1 und somit

exp(x + &) = exp(x) exp(€) > exp(a).

Weiters ist die Exponentialfunktion nach Satz 4.2.2 stetig.
Nach Satz 4.3.13 ist die Exponentialfunktion exp: R — (0, 00) also bijektiv und die Umkehr-
funktion

exp ': (0,00) = R =1In: (0,00) = R

ebenfalls stetig. Wir nennen diese Umkehrfunktion In: (0,00) — R die (natiirliche) Logarith-
musfunktion. Die weiteren Eigenschafen der Logarithmusfunktion folgen ebenfalls aus Satz
4.3.13, die Funktionalgleichung durch

exp(lnz +Iny) = exp(Inz)exp(lny) =zy also Inz+Iny=Inzy.

Definition 4.4.2. Sei a > 0. Die Funktion
exp,: R — (0,00), exp,(z)=a" =exp(xloga) firxzeR
heifit allgemeine Exponentialfunktion (oder Potenzfunktion) zur Basis a.

Satz 4.4.3. Fiir alle a > 0 ist exp,: R — (0,00) stetig. Weiters gilt fiir alle a,b > 0 und alle
z,y €R
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1. a®a¥ = a* 1Y,
2. (a®)¥ = a"™,
3. a®b* = (ab)”*,
b Q) =0,

Die Funktion x — a®, x € R, st fiir a > 1 streng monoton steigend und fiir 0 < a < 1 streng
monoton fallend. Die Funktion a — a®, a > 0, st fiir x > 0 streng monoton steigend und fiir
x < 0 streng monoton fallend.

Beweis. Die Behauptungen folgen durch einfache Rechnung unter Verwendung der Funktio-
nalgleichungen der Exponentialfunktion bzw. des Logarithmus, so gilt z.B.

(a®)¥ = (exp(z1na))? = exp(y In(exp(zlna))) = exp(yxIna) = a*.
O

Bemerkung. Die Definition von a” stimmt im Fall r = % € Q mit der alten Definition als
eindeutige positive Losung y der Gleichung y? = a? iiberein. Dies ldsst sich ebenfalls durch
eine kurze Rechnung iiberpriifen.
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Kapitel 5

Die komplexen Zahlen

5.1 Der Korper der komplexen Zahlen

Definition 5.1.1. AufR? definieren wir zwei Verkniipfungen, eine Addition +: R?xR? — R?
und eine komplexe Multiplikation -: R? x R? — R? durch

a+c_a—|—c a\ (c¢\ _ (ac—bd

b d) \b+d)’ \b d)  \ad+bc)’
Proposition 5.1.2. Die Menge R?, bildet mit den in Definition 5.1.1 definierten Ver-
kniipfungen einen Korper, den Korper der komplexen Zahlen C.

Beweis. Die Giiltigkeit der Korperaxiome lésst sich leicht nachpriifen. O

Bemerkung. 1. Das neutrale Element der Addition in C ist (), das neutrale Element
der Multiplikation ist (). Das inverse Element zu (§) beziiglich der Addition in C
ist ("), beziiglich der Multiplikation (fiir (%) # (J)) ist das entsprechende inverse

Element <“ A )

a2+4b2

2. Es ist nicht moglich eine Ordnung auf C zu definieren, welche die Eigenschaften der
Ordnung auf R erfiillt.

3. Wir identifizieren x € R mit der komplexen Zahl () und betrachten somit R als Teil-
menge von C. Diese Einbettung ist kompatibel mit den Korperaxiomen, insbesondere
sind (komplexe) Verkniipfungen zweier reeller Zahlen wieder reell. Die reelle Zahl 1 ist
identifiziert mit (}) € C.

4. Die komplexe Zahl () definieren wir als sogenannte imaginéire Einheit i, also i = ().
Es folgt aus den Regeln zur komplexen Multiplikation dass i = —1.

5. Jede komplexe Zahl kann nun in der Form z = z + iy mit x,y € R dargestellt wer-
den. Die komplexen Verkniipfungen folgen nun mit den iiblichen Rechenregeln durch
Ausmultiplizieren, insbesondere sehen wir

(a+ib) - (¢ +id) = ac + aid + ibc + i*bd = ab — bd + i(ad + be).
6. Der Realteil einer komplexen Zahl z = x + iy ist Rez = =,
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7. R? als Veranschaulichung von C wird auch als Gauf3’sche Zahlenebene bezeichnet.

Definition 5.1.3. 1. Die komplexe Konjugation C — C, z — Z ist gegeben durch

Z=x—iy firz=x+1iy, z,y € R.

2. Die Norm |- |: C — R ist gegeben durch

|2| = Va2 +y? fiirz=z+1iy, x,y € R.
Proposition 5.1.4. Es gilt
1. 2Fw=24+wW, Z0=20, 2=z, Rez = 1(2+%), Imz = (2 — 2),
2. 2z =22, |[Rez| < |2|, [Imz| < |z|, |Z| = |2|.
Beweis. Folgt durch Nachrechnen, so gilt zum Beispiel fiir z = x + iy, dass
2z = (z+iy)(e —iy) = 2% — (iy)* = 2> +y° = ||
Proposition 5.1.5. Die Norm auf C erfillt die Eigenschaften
Positiv Definitheit: |z| > 0, |z] =0 < z = (),
Homogenitit: |zw| = |z||w]| fiir alle z,w € C,
Dreiecksungleichung: |a + bl < |a| + |b].

Beweis. Positiv Definitheit und Homogenitét folgen direkt aus der Definition. Zur Dreiecks-
ungleichung rechnen wir mit Proposition 5.1.4

la +b]* = (a4 b)(a + b) = |a* + ab + @b + |b|?
= |a|* +2Re(ab) + [b]* < |a|* + 2|alb] + [b]?
= (la| + [b])*.

5.2 Komplexe Folgen und Reihen

Analog zu reellen Folgen betrachten wir komplexe Folgen, also Abbildungen N — C.

Definition 5.2.1. Eine Folge (zy,)nen komplexer Zahlen heifit konvergent gegen z € C falls
zu jedem € > 0 ein NV € N existiert, so dass

|zn, — 2| < € furallen > N.

Satz 5.2.2. Sei (z,,)n € N eine Folge komplexer Zahlen, z, = x,, + iy, mit x,,y, € R. Dann
sind dquivalent

1. (zn)nen ist konvergent,
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2. Sowohl (xp)neN als auch (Yyn)nen ist konvergent,
3. (Zn)nen ist konvergent.

Beweis. Die folgt durch direktes Einsetzen der jeweiligen Aussagen unter Verwendung der
Defintion der Norm auf C. U

Definition 5.2.3. Eine Folge (z,), € N heifit Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein N € N
existiert, so dass
|zn — zm| < € fiir alle n,m > N.

Bemerkung. Alle FEigenschaften der Konvergenz (abgesehen von den Ungleichungen)
iibertragen sich nun auf die Konvergenz komplexer Folgen. Es seien hier insbesondere die
Rechenregeln sowie das Cauchy-Kriterium der Konvergenz und die Satz von Bolzano und
Weierstrafl erwéhnt.

Definition 5.2.4. Sei (an)n, € N eine Folge in C. Wir betrachten die Folge (sy), € N der

Partialsummen
n
Sp = E ag.
k=1

Die Folge (sp)n € N nennen wir (unendliche) komplexe Reihe und schreiben dafiir auch
> re ai. Eine komplexe Reihe heifit konvergent, falls die zugehorige Folge der Partialsummen
konvergiert. Eine komplexe Reihe heifit absolut konvergent, falls die (reelle) Reihe "7, |ag|
konvergiert.

Bemerkung. Auch die Eigenschaften der Reihen iibertragen sich nun ins komplexe, genannt
seien hier insbesondere das Majorantenkriterium, das Quotientenkriterium, das Wurzelkri-
terium sowie der Umordnungs- und der Cauchy-Produktsatz. Der Absolutbetrag wird hier
jeweils durch die komplexe Norm ersetzt.

5.3 Komplexe Exponentialfunktion und Trigonometrische
Funktionen

Analog zu den reellen Funktionen definieren wir komplexe Funktionen f: D — C fiir D C C.

Definition 5.3.1. Eine komplexe Funktion f: D — C heifit stetig im Punkt zg € D falls zu
jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit der Eigenschaft, dass

|f(2) — f(20)] <€ fiiralle z € D mit |z — 29| < 0.
Analog zum reellen definieren wir auch gleichméflige Stetigkeit.

Bemerkung. Die Rechenregeln zu stetigen Funktionen sowie die Stetigkeit von Hintereinan-
derschaltungen iibertragen sich ebenfalls ins Komplexe. Auch sind stetige komplexe Funktio-
nen auf Produkten abgeschlossener Intervalle (also D = [a, b] X [¢,d] C C gleichmé&Big stetig —
hier ist es aber durchaus niitzlich auch allgemeinere Arten von Definitionsgebieten mit dieser
Eigenschaft, sogenannte abgeschlossene Mengen, zu betrachten.
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Satz 5.3.2. Fir jedes z € C konvergiert die komplexe Exponentialreihe

exp(z) =)
k=0

| —

zk

o

!
absolut. Fiir alle z,w € C gilt
exp(z + w) = exp(z) exp(w)

und fir alle |z| <1 undn € N gilt

n

1 k 2 n+1
exp(2) = 3 it € gl
k=0
Weiters ist die komplexe Exponentialfunktion stetig.
Beweis. Folgt analog zum reellen Fall. O
Wir rechnen fiir x € R
"1 1 —
. _ . - . k — . - . k
explie) = Hm Z_: G Z_: f107)
1 —k "1
T TS LT Lok .
= nEI—Eoo kz_o x (ix) nll}rfoo kz k!( ir)" = exp(—ix)

und erhalten |exp(iz)|? = 1. Damit liegt exp(iz) fiir alle z € R auf dem Einheitskreis.

Definition 5.3.3. Wir definieren die Funktionen Sinus und Kosinus, sin: R — R, cos: R - R
durch

cosz = Reexp(iz) = g, sinz = Imexp(iz) = #
Satz 5.3.4. Sinus und Cosinus sind stetige Funktionen.
Beweis. Die Funktionen sind gegeben als Verkniipfungen stetiger Funktionen. U
Bemerkung. Es ldsst sich leicht nachrechnen, dass sin(—x) = —sinz und cos(—xz) = cos(x),

der Sinus ist also eine sogenannte gerade Funktion, der Kosinus eine ungerade Funktion.
Weiters gilt sin? x 4 cos® x = 1.

Satz 5.3.5. Es gelten die Additionstheoreme des Sinus und des Kosinus, also fiir alle x,y € R
gilt

cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y)

sin(x 4 y) = cos(z) sin(y) + sin(x) cos(y)

Beweis. Wir rechnen unter Benutzung der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

cos(z +y) = Re(exp(i(z + y))) = Re(exp(iz) exp(iy))
= Re(exp(iz)) Re(exp(iy)) — Im(exp(iz)) Im(exp(iy))
= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y).

Analog gestaltet sich die Rechnung fiir den Sinus. O
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Folgerung 5.3.6. Fiir x,y € R gilt

sinm—sinychos( 5 )
. (x-l—y) . (m—y)
cosT — cosy = 2sin sin .

Beweis. Ubung. O

Satz 5.3.7. Fir x € R gilt

2 4 6 et 2k
T T _EE
cos(r)=l-5+ -G+ ;;)( ) @
3 5 7 o 2k+1
- — ror T BV
sinfe) o =gt gy — = LW g

und beide Reihen konvergieren absolut.

Beweis. Absolute Konvergenz folgt direkt mit dem Majorantenkriterium unter Vergleich mit
der Exponentialreihe. Nachdem fiir k € Ny gilt

= (=% und = (—1)Fi

folgt
2N+1 . N . N .
Z <1x)n _ Z (1$)2k N Z (1x)2k+1
! ! !
= nl prd (2k)! = (2k 4+ 1)!
N 2k N 2k+1
x x
- Y G D
prs (2k)! - (2k +1)
Der Grenziibergang N — oo ergibt
N 2k N 2k+1
x x
.. _ 1 k . 1 k
cosx +isinx kz_%( ) (2k)!+1 kz_:o( ) k1)
und damit die Behauptung. O
Proposition 5.3.8. Es gilt lim,_,q S22 = ]

x

Beweis. Wir schreiben
expiz — (1 +ix) = cosz — 1 +i(sinz — x)
und erhalten mit (der komplexen Version von) Lemma 3.3.5 in Satz 5.3.2, dass
|sinx — x| < |expiz — (1 +1ix)| < 2%\&\2 = |z,

und somit fir |z| <1

<lz|] =0 firz—0.
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Lemma 5.3.9. Fir x € (0,2] gilt

x? ot

< <l——+4+ =
cosx 2-1-24,

<slnz < x.

Insbesondere gilt sinz > 0 auf (0,2] und cos2 < 0.

Beweis. Die Reihen des Sinus und Cosinus sind alternierend (d.h., die Vorzeichen der jewei-
ligen Summanden wechseln sich ab). Die Abschiitzungen folgen mit einem Teleskopsummen-
argument analog zum Beweis von Satz 3.1.6. ]

Satz 5.3.10. Der Cosinus hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle t.
Beweis. Es gilt cos0 =1 und cos2 < 0 nach Lemma 5.3.9. Mit Folgerung 5.3.6 erhalten wir

r+y Yy—

cosy — cosx = —2sin sin <0 fir0<z<y<2,

da sinz > 0 auf fiir € [0, 2] nach Lemma 5.3.9. Damit ist der Cosinus auf dem [0, 2] strikt
monoton fallend und es existiert genau eine Nullstelle. O

Bemerkung. Wir setzen m = 2.

Satz 5.3.11. Es gilt cos(x + §) = —sinwz, sin(z + §) = cosz. Sinus und Kosinus nehmen
die folgenden speziellen Werte an:

v Jo|F][ x| F |2
smx |01 0 =10
cosz ||[1]0| -1 0O 1
Weiters gilt cos(x + 2m) = cosz, sin(x + 2m) = sinx und cos(x + ) = —cosz, sin(z + ) =
—sinz fir alle x € R.
Beweis. Aus sin® z + cos® = 1 folgt sin? 5=1- cos? 5 = 1, und wegen Positivitit des Sinus
bei 7, dass sin§ = 1. Somit gilt auch exp 3 = i. Der Rest folgt durch Einsetzen in die
Additionstheoreme. O
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Kapitel 6

Differenzierbarkeit

6.1 Ableitung

Definition 6.1.1. Sei D C R, f: D — R und ¢y € D Hiufungspunkt. Dann heifit f
differenzierbar in xg falls der Grenzwert

x—z0 T — X
existiert. Der Wert f'(z() heifit dann Ableitung von f im Punkt xy. Die Funktion f: D — R

heifit differenzierbar, falls sie in jedem Punkt zg € D differenzierbar ist. In diesem Fall
definieren wir die Ableitungsfunktion f': D — R, x — f'(x).

Bemerkung. 1. Ublicherweise ist D = I ein Intervall, welches nicht nur einen Punkt
enthélt. In diesem Fall ist auch jeder Punkt in I ein Haufungspunkt.

2. Wir schreiben auch < f(xo) fiir f/(zo).

3. Die Ableitung ist ein Grenzwert des Differenzenquotienten LJ;(%)

gung der Geraden durch die Punkte (zo, f(x0)) und (z, f(z)) aglgibt.

Beispiel. 1. Affin-lineare Funktionen f: R — R, f(z) = ax + b sind differenzierbar mit
Ableitung f'(z) = a fiir alle z € R. Dies ergibt sich sofort durch Einsetzen in den
Differenzenqotienten.

, welcher die Stei-

2. Die Betragsfunktion ist im Ursprung nicht differenzierbar, denn w = +1, je nach-
0

_1\k
dem ob x > 0 oder x < 0. Beispielsweise fiir z, = %, k € Nmir z — 0 fir £k — o0
existiert also der Grenzwert der Differenzenquotienten nicht.

Proposition 6.1.2. Die reelle Exponentialfunktion exp: R — R ist differenzierbar mit Ab-
leitung exp’ = exp.

Beweis. Sei zunichst xg = 0. Mit Lemma 3.3.5 erhalten wir
lexpr — (1 + )| < |z|* fiir |2 <1,

also

expx —exp0
z—0

expx — 1 expxr — (1 +x)

<|z| =0 fir x| — 0.
x

eXpO‘ =

1| -

r—1
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Damit ist die Aussage fiir z9 = 0 gezeigt. Fiir beliebige ¢ € R rechnen wir mit der Funktio-

nalgleichung der Exponentialfunktion
exp T — exp xg exph—1

— -1
lim =expzo lim exp(z — Zo) "

T—T0 T — o T—T0 T — X

= exp xp lim = exp xg.
h—h

O

Proposition 6.1.3. Die trigonometrischen Funktionen cos: R — R und sin: R — R sind
differenzierbar mit cos’ = — sin und sin’ = cos.

Beweis. Ubung. O
Lemma 6.1.4. Sei f: D — R differenzierbar im Punkt xo € D. Dann ist f stetig in xq.

Beweis. Wir rechnen

. T f(z) — f(zo) ot _
xlgrgo f(z) = f(zo) = xli)ngo Tm(x —x0) = f'(20) - 0=0
und die Behauptung folgt mit Satz 4.2.7. O

Bemerkung. Die Umkehrung von 6.1.4 gilt nicht. Die Betragsfunktion ist im Ursprung stetig
aber nicht differenzierbar.

Satz 6.1.5. Sei I C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt. Dann sind dquivalent
1. fistin xg € I differenzierbar.
2. Es existieren m € R und ¢: I — R mit

flx) = f(xo) + m(x — x0) + @(x) fir alle x € D,
lim ()

T—x0 T — X

= 0.

Falls 1. und 2. gelten, so ist m = f'(xq).

Beweis. Zunichst sei f in xg € I differenzierbar. Fiir z € I ist offensichtlich

f(x) = flxo) + m(x —xo) + () fiir p(x) = f(x) — f(x0) — m(z — x9).
Setzen wir m = f'(zg), so folgt durch Differenzierbarkeit

lim M = lim M

T—=To T — X( T—rxQ T — X0

— f'(0) = 0.
Andererseits folgt aus Aussage 2, dass

iy K1)y (0 20

T—x0 Tr — X0 T—rxQ Tr — X0

und somit ist f differenzierbar in xg mit Ableitung m. O

Satz 6.1.6. Sei I C R Intervall mit mehr als einem Punkt und sei xg € I. Seien f,g: I — R
differenzierbar in xg € I und seien A, i € R. Dann gilt
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1. Linearitit \f + ug: I — R ist differenzierbar in xo mit (\f + pg) (zo) = Af'(xo) +
ng' (o),

2. Produktregel fg: I — R ist differenzierbar in xo mit (fg)'(xo) = f'(x0)g(xo) +
9' (o) f(z0),

3. Quotientenregel Falls x(xg) # 0 so gilt zudem 5: I — R ist differenzierbar in xg mit

! "(z z0)—g' (z T
(%) (20) = I (zo)g( ;2)(;;)( 0)f(zo)

Beweis. 1. Folgt direkt aus den Rechenregeln fiir Funktionenlimiten.

2. Wir rechnen

f(@)g(x) — f(zo)g(wo) _ (f(z) — f(@0))g(x) + f(x0)(g(x) — g(x0))

Y

T — o T — X
also folgt
Fowotan) + o an) = Jig =T i o)+ Stoo) iy S5
o @) = F@0)g(@) + f(o)(9(@) — (o))
T—T0 T — T
_ Jim 1 ®9() — f(zo)g(@0)
T T — T

wobei die Stetigkeit von g in xg, welche aus Differenzierbarkeit folgt, sowie die iiblichen
Rechenregeln fiir Grenzwerte benutzt wurden.

3. Es geniigt, die Formel fiir f konstant gleich 1 zu zeigen, der Rest folgt mit der Pro-
duktregel. Wir rechnen

1 1

lim g(x) — g(zo) — lim g(xO) _g(x)
T—xQ xr — X T—x0 g(x)g(a:o)(:c - .’Eo)
o (1 gla)—glw)
-, ()
= (x0)
P(wo)”

O

Beispiel. 1. Fiir k € Ny sei f.: R — R, fiir k € Z\ Ny sei fi.: R\ {0} = R mit fj(z) = .
Dann ist f differenzierbar auf dem jeweiligen Definitionsgebiet mit f; (z) = kak—1 falls
k # 0 und fy(z) =0.

2. Die Tangensfunktion tan: R\ {Z + k7 : k € Z} — R, tanz = S2Z und die Kotangens-
funktion cot: R\ {k7 : k € Z} — R, cotz = <£ sind differenzierbar mit

sin x

3 cot' z = — -

os?x sin
Satz 6.1.7 (Kettenregel). Seien I, E Intervalle (mit mehr als einem Punkt), f: 1 — R,
fU)CE, g: E—R,xg€el. Falls f inxo € I und g in yo = f(xo) € E differenzierbar sind,
soist go f: I — R in xg differenzierbar mit Ableitung (g o f) (zo) = ¢'(f(x0))f (z0).

tan’ x = 5
T
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Beweis. Fiir x € I, x # xo und falls f(x) # f(xo) so gilt

(go f)(@) —(go fl(wo) _ g(f(x)) —9(f(x0)
T — X T — o

_ 9(f(@)) — g(f(zo) f(x) — f(z0)
f(@) = f (o) r—xo

Wir setzen
9(y)—9g(yo) fii
riEry - [ W Aw
9’ (vo) fiir y # vo.

Differenzierbarkeit von g impliziert die Stetigkeit von ¢* im Punkt go. Somit ist auch nach
Satz 4.2.9 auch g* o f stetig in xg. Mit der obigen Rechnung erhalten wir

0 D=0 60 _ o gy IO =L w20 10 ).

O

Beispiel. Die Funktion h: R — R, h(x) = cos(x?) ist differenzierbar mit Ableitung h'(z) =
—2x sin(x?).

Satz 6.1.8. Sei I C R ein Intevall mit mehr als einem Punkt, f: I — R stetig und streng
monoton wachsend und sei g = f~1: J — I mit J = f(I) die Umkehrfunktion von f. Falls
f im Punkt xo € I differenzierbar ist mit Ableitung f'(x¢) # 0, so ist g im Punkt yo = f(x0)
differenzierbar mit Ableitung

,()_1_1
IO = Fr20) ~ Plalwo))

Beweis. Wir wissen bereits durch Satz 4.3.13, dass g streng monoton und stetig ist. Fiir
y € J, y # yo rechnen wir

g)—glw)  gy)—glyw) 1

y—yo  flg)— flg(yo))  Lelu)—So(w)
9(y)—9(vo)

Der Nenner konvergiert aufgrund der Differenzierbarkeit von f in z¢g = g(yo) und der Stetig-
keit von g in yg gegen f'(xg). Da f’(xg) # 0 nach Voraussetzung folgt mit Satz 4.2.8

oy 9W) —glyo) 1
g'(yo) = Jimo =5 — = o

O

Beispiel. 1. Die Logarithmusfunktion In: (0,00) — R ist differenzierbar mit Ableitung
In'(z) = 1.

2. Firr € Rsei f,: (0,00) = R, fr(z) = 2" = exp(rlnz). Dann ist f, differenzierbar mit
fi(z) = rx"~. Dies stimmt iiberein mit dem Spezialfall r = k € Z.
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Definition 6.1.9. Sei f: I — R differenzierbar mit Ableitungsfunktion f’: I — R, I ein
geeignetes Intervall, g € I. Falls der Grenzwert

f(@o) = (') (wo)

existiert, so ist f in zg zweimal differenzierbar mit zweiter Ableitung f”(z¢). Induktiv defi-
nieren wir fiir k£ € N die k-te Ableitung von f und bezeichnen diese in g mit f*) ().

Die Menge der Funktionen auf einem Intervall I, deren k-te Ableitung stetig ist, bezeichnen
wir mit C*¥(I), wobei C°(I) = C(I) die stetigen Funktionen sind. Diese Mengen bilden jeweils
einen Vektorraum.

6.2 Anwendungen der Ableitung

Definition 6.2.1. Eine Funktion f: D — R, D C R, hat in g € D
1. ein (globales) Minimum, falls fiir alle z € D gilt f(z) < f(zo).

2. ein lokales Minimum, falls € > 0 existiert, so dass fiir alle z € D mit |z — x¢| < € gilt
f(@) < flxo).

3. ein striktes lokales Minimum, falls € > 0 existiert, so dass fiir alle x € D\ {zo} mit
|z — xo| < e gilt f(z) < f(zo).

Bemerkung. 1. Globale, lokale und strikte lokale Maxima werden analog definiert.

2. Minima und Maxima nennen wir auch Extrema.
Bemerkung. Wir definieren auch einseitige Grenzwerte, beispielsweise limg ) f(z) =
hmm—)xo f‘Dﬂ(—oo,a:o)f(x)' So gllt

xlfrgosgn(x) : m{‘ngosgn(x) +

Eine Funktion besitzt einen Limes im Punkt xg wenn rechtsseitiger und linksseitiger Limes
existieren und diese iibereinstimmen.

Satz 6.2.2. Sei I C R ein Intervall und xo € I kein Randpunkt. Falls f: I — R in xg ein
lokales Extremum besitzt und in f in zo differenzierbar ist, so gilt f'(xg) = 0.

Beweis. Angenommen f besitzt in zg ein lokales Minimum — fiir ein Maximum verlduft die
Rechnung analog. Somit existiert € > 0, so dass f(xg) < f(z) fiir x € I mit |x — zg| < e. Mit
der Differenzierbarkeit von f in xg, und da zy kein Randpunkt des Intervalls ist folgt

x /'xo T — X T \Zo T — X
Somit folgt f'(zp) = 0. O
Bemerkunyg. 1. Fiir Extrema an Randpunkten muss die Ableitung dort nicht Null sein,

siehe z.B. f: [0,1] = R, f(z) = .

2. Das Verschwinden der Ableitung ist nur eine notwendige Bedingung, keine hinreichende,
siche z.B. f: R = R, f(x) = 2°.
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3. Differenzierbarkeit ist keine notwendige Bedignung fiir ein Minimum, siehe z.B. f: R —
R, f(z) = |z|.

Definition 6.2.3. Sei I C R ein Intervall, xy € I kein Randpunkt und sei f: I — R
differenzierbar in xq. Falls f'(z¢) = 0, so heiit xo kritischer oder stationirer Punkt von f.
Ein stationdrer Punkt der kein Extremum ist heif3t Sattelpunkt.

Satz 6.2.4 (Satz von Rolle). Seia < b, f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf
(a,b). Falls f(a) = f(b), so existiert xy € (a,b) mit f'(xo) = 0.

Beweis. Nach Satz 4.3.5 nimmt f auf [a, b] ihr Minimum und Maximum an. Falls nun

min f(x) = f(a) = max f(x).

x€|a,b] z€la,b]

so ist f konstant und f'(x¢) = 0 fiir alle 2 € [a, b].
Gilt andererseits min,c(, ) f(7) < f(a), so existiert eine Minimalstelle 29 € (a,b) und mit
Satz 6.2.2 gilt f'(z¢) = 0. Analog argumentieren wir falls maxz € [a,b]f(z) > f(a). O

Satz 6.2.5 (Mittelwertsatz). Seia <b, f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf
(a,b). Dann existiert xo € (a,b) mit

1)~ fla)

f'(wo) = b—a

Beweis. Die Behauptung folgt durch Anwendung des Satzes von Rolle, Satz 6.2.4 auf
h:fa,b] = R, h(z)= f(z)— M(gg —a).

O
Proposition 6.2.6. Seia <b, f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b).
1. f'(x) =0 fiir alle x € (a,b) gilt genau dann, wenn f konstant ist.
2. f'(x) >0 fiir alle z € (a,b) gilt genau dann, wenn f monoton wachsend ist.
3. Aus f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b) folgt, dass [ strikt monoton wachsend ist.
Bemerkung. 1. Analog fiir fallende Funktionen.
2. Die Riickrichtung in (3) ist im Allgemeinen falsch, siehe z.B. f: R — R, f(z) = 3.

Beweis von Proposition 6.2.6. 1. Fiir konstante Funktionen f ist bereits bekannt, dass die
Ableitung Null ist. Seien also x1,z2 € [a,b] mit 1 < xo. Wire nun f(x1) # f(z2), so
ist auch L@2=/@) — £ 0. Mit dem Mittelwertsatz (Satz 6.2.5)folgt Existenz von

To—T

zg € (a,b) mit f'(x¢) = ¢ # 0, ein Widerspruch zur Voraussetzung.

2. Angenommen f ist nicht monoton wachsend. Dann existieren x1, xo mit 2o > x1 so dass
f(z1) > f(x2) und somit w = ¢ < 0. Dies ergibt wieder einen Widerspruch zum

X
Mittelwertsatz. Falls f aber monoton wachsend ist, so ergibt sich die Aussage f'(z) >0

f@)=1(

aus der nicht-negativitiat der Differenzenquotienten pram— 0 fiir & > x0.
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3. Angenommen, f ist nicht strikt monoton wachsend. Dann existieren x1, xo mit xo > x1
so dass f(x1) > f(z2) und somit fle2)=/@1) — - < 0. Wir bekommen auch hier einen

To—x1
Widerspruch zum Mittelwertsatz.
O

Satz 6.2.7. Seien a < b, xg € (a,b), f: (a,b) — R stetig.
1. Sei f differnzierbar auf (a,zo) U (zo,b). Falls € > 0 existiert mit
f(x) <0 firz € (zo—€,x0)
fi(x) >0 firx e (xg,x0 + €),
so besitzt f ein striktes lokales Minimum in xq.

2. Sei f differnzierbar auf (a,b) und zweimal differenzierbar in xo mit f'(xo) = 0 und
" (x0) > 0. Dann besitzt f ein striktes lokales Minimum in xg.

Bemerkung. Maxima analog durch Betrachtung der Funktion —f.

Beweis von Satz 6.2.7. 1. Proposition 6.2.6 Punkt 3 angewendet auf die Intervalle (xg —
€,20) bzw. (zg,xo + €) ergibt, dass f strikt monoton fallend auf [xo — €, z] und strikt
monoton wachsend auf [zg,xo + €]. Damit folgt direkt, dass f(zg) < f(x) fir x €
(a,b) \ {0} mit |z — xo| < e.

2. Da , ,

T—T0 T — X0

existiert € > 0, so dass fiir x € (a,b) \ {zo} mit |x — xo| < € gilt fl(”?ﬂ:—i;(m > (0. Damit
folgt

f'(z) > f(x0) =0 fiir x € (zo, 70 +¢€)
f'(x) < f'(x0) =0 fiir x € (x9 — €, 70)

und die Behauptung ergibt sich aus Aussage 1.
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Kapitel 7

Das Riemann-Integral

7.1 Riemann-integrierbare Funktionen

Im Folgenden sei stets a < b.

Definition 7.1.1. 1. Eine Zerlegung eines Intervalls [a, b] ist eine endliche Teilmenge 7 C
[a,b] mit a,b € 7. Zwei Punkte z,y € 7 heiflen aufeinander folgend falls x < y und
(z,y) N7 =0.

2. Eine Zerlegung o von [a, b] heifit Verfeinerung von einer Zerlegung 7, falls gilt 7 C o.

3. Eine Funktion f: [a,b] — R heit Treppenfunktion, falls eine Zerlegung 7 von |a,b]
existiert, so dass fiir alle aufeinanderfolgenden z,y € 7 gilt, dass f|(,,) konstant ist.
Wir nennen f in diesem Fall Treppenfunktion zur Zerlegung 7. Die Menge der Trep-
penfunktionen auf [a, b] bezeichnen wir mit T'[a, b].

Bemerkung. Eine Funktion ¢: [a,b] — R ist genau dann Treppenfunktion, wenn K € N,
X0, T1,..., T Mit a =29 < 1 < 22 < --- < xxg = b und Werte c1,co, ..., cx existieren, so
dass

o(x)=¢; firze (zj_1,25),j=1,...,k. (7.1)

Die Wahl der Zerlegung und damit die Darstellung einer Funktion in (7.1) ist nicht eindeu-
tig. Insbesondere ist jede Treppenfunktion zur Zerlegung 7 auch eine Treppenfunktion zur
Zerlegung o, falls o eine Verfeinerung von 7 ist.

Definition 7.1.2. Fiir eine Treppenfunktion ¢: [a,b] — R mit Darstellung (7.1) setzen wir

b K
/ o(x)de = ch(:nj —Zj_1).
a j=1

Lemma 7.1.3. Seien p,¢: [a,b] — R Treppenfunktionen.

Monotonie: Falls ¢ < (d.h., p(x) < (x) fir alle x € [a,b], so gilt

[ o< (v
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Linearitdt: Fir \,mu € R ist auch Ap + pyp Treppenfunktion und es gilt
b b b
[ 0et@) +mp@yde = [ p@)do s [ i) d

Beweis. Seien 7,0 Zerlegungen von [a,b], so dass ¢ eine Treppenfunktion zur Zerlegung 7
und 1 eine Treppenfunktion zur Zerlegung o ist. Dann ist sowohl ¢ als auch ¢ eine Treppen-
funktion zur Zerlegung 7 U o.

Mit der Darstellung aus (7.1) bekommen wir

o(x) =cp firalle x € (vg_1,21), k=1,..., K,
=dj fiir alle z € (xp_1,21), k=1,..., K.

Damit folgt sofort Monotonie des Integrals {iber Treppenfunktionen, denn ¢ < v impliziert
¢k < di. Ebenso folgt Linearitit, denn Ap + pu(x) = A + pdy fiir die entsprechenden k()
aus der Darstellung (7.1). O

Definition 7.1.4. Sei f: [a,b] — R beschréinkt. Wir definieren dann das untere (Riemann)-
Integral
b b
[ 1@ =sw{ [ota)az s e Tt e < £}

sowie das obere (Riemann)-Integral

ff(x)dx . inf{/abgo(w) dz : ¢ € T[a,b), ¢ > f}.

Proposition 7.1.5. Sei f: [a,b] — R beschrdnkt. Dann sind Unter- und Oberintegral wohl-
definierte Zahlen und es gilt

b b
/f(z)dmz/f(m)dz. (7.2)

Fir Treppenfunktionen g: [a,b] — R gilt

/abg(x) dz = /ibg(a:) dz = /abg(:c) dz.

Beweis. Seien m, M € R sodassm < f < M auf [a, b]. Dann sind Q,E: la,b] = R, ¥(x) =m,
(z) = M Treppenfunktionen mit Pp<f< 1. Somit gilt aber



und ebenso

b
m(b—a):/a P(z) do
gff(x)dx—inf{/abgo(x)dx:weT[a,b]HPZf}

b
< / B(x)dz = M(b— a).

Damit sind sowohl Ober- als auch Unterintegral wohldefinierte reelle Zahlen.

Seien nun ¢, v : [a,b] - R mit ¢ < f < 1. Mit Lemma 7.1.3 folgt f; p(r)dr < ffw(x) dz.
Diese Ungleichung bleibt bei Bildung des Supremums bzw. des Infimums im Ober- bzw.
Unterintegral erhalten, also folge (7.2).

Die Gleichheit von Ober- und Unterintegral fiir Treppenfunktionen g folgt durch Wahl von

w = g = 1, so dass sich
b b b
/ g(x)dx > / g(x)dx > / g(x)dx

ergibt. Zusammen mit (7.2) folgt die Behauptung. O

Definition 7.1.6. Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R heifit (Riemann-)integrierbar,

falls -
/Lbf(:n)dx:/abf(m)d:r:/abf(w)d:n.

In diesem Fall heifit fab f(z) dz (Riemann-)Integral von f iiber [a, b].
Sei f: D — R, D C R und [a,b] C D. Wir nennen f integrierbar iiber [a,b], falls die
Einschrénkung f|,: [a,b] — R integrierbar ist.

Bemerkung. Nach Proposition 7.1.5 sind Treppenfunktionen integrierbar.
Satz 7.1.7. Sei f: [a,b] — R beschrinkt. Dann sind dquivalent:
1. f ist integrierbar.

2. Zu jedem € > 0 existieren Treppenfunktionen o, : [a,b] — R mit ¢ < f < auf |a,b]

so dass
b b
/ Y(x)dr — / p(r)dr <e.

Beweis. 1. = 2. folgt mit Satz 1.5.11, denn es existieren Treppenfunktionen ¢ < f < mit

/abw(:c)dx>/ibf(x)dx—§, und /abw(x)dx</abf(g;)dx+§

Durch Integrierbarkeit von f folgt

/abw(x)dx_/CLb¢(x)dx< (ff(x)dx+§> - (ﬁf(x)dx—%) <e
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Fiir den Beweis von 2. = 2. seien ¢, ¢ wie in 2. gewéhlt. Es folgt

0Sff(x)dx—/ibf(x)dxgwa(x)dx—/abcp(x)dw<e.

Da € > 0 beliebig gewihlt werden kann folgt die Behauptung. O

Satz 7.1.8. Sei f: [a,b] — R monoton. Dann ist f integrierbar.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass f monoton wachsend ist, der Fall dass f monoton
fallend ist folgt analog. Es folgt f(a) < f(x) < f(b) fiir alle x € [a,b] und somit ist f
beschrénkt.

Sei nun K € N und SL‘](CK) =a+ k:b_Ta fir kK =0,..., K. Wir konstruieren damit Treppenfunk-
tionen @g, ¥ durch

vr(z) = f(xl(ff)l), Vi (x) = f(x,(cK)) fir x € [x,(ff)l,x,(cm), E=1,...,K.

Der Wohldefiniertheit wegen setzen wir pi (b) = ¥ (b) = f(b).
Durch die Monotonitét von f folgt v < f < ¥k und rechnen

b b K (k)b —a K (K)\b—a
[ owtrde = [ onterde = 3 ) —;f@:k_l) -

g
=3 (@) - raitD)

k=1

< (f(b)—f( )) — 0 fiir K — oc.

Mit Satz 7.1.7 folgt Integrierbarkeit von f. O

Bemerkung. Insbesondere sehen wir, dass fiir monotone f: [a,b] — R gilt

b —a & —a
/af@)dx:zchinoo%;f(aﬂk_l)bff >_K1¥oo K Zf(

Beispiel. Sei b > 0, f:[0,b] = R, f(z) = x3. Wir rechnen

)

b p K b pt K=l

= lim — —1)— | = 1 3

[ erae = im e Sr (-7 ) = i g X
b1 bt
Klﬂnooﬁzl(K_l)K 1

wobei wir die Identitit -5 i 01 k3 = $(K—1)2K? - zu beweisen mittels vollsténdiger Induktion
— benutzt wurde.

Satz 7.1.9. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f integrierbar.
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Beweis. Nach Folgerung 4.3.6 und Satz 4.3.8 ist f beschrinkt und gleichméBig stetig. Sei nun
€ > 0. Dann existiert 6 > 0, so dass

@) = f)| < g fir o=y <8, 2.y € [a.0]

Nun wéhlen wir K € N mit b_T“ < §. Wir betrachten wieder die dquidistante Zerlegung

xng) =a+ kb_Ta und setzen
eor(xr) = inf  f(z), vYr(x)= inf f(z) firzx e a,bl]. (7.3)
TE[TK—_1,Tk] TE[TRp_1,Tk]

Damit folgt px < f < ¢k und aus der Wahl von K folgt ¥ (z) — px(z) < 3
x € [a,b]. Wir rechnen

b Kb
wK dx—/acpK( dx<b az

k=1

Aus Satz 7.1.7 folgt Integrierbarkeit von f. ]

Satz 7.1.10. Seia <b, f: [a,b] — R stetig. Dann ezistiert fir alle € > 0 ein § > 0, so dass
fiir jedes K € N und jede Zerlegung

a=x0<x1<--<xTg=>0 mz‘tk_n;laxK(:ck—xk,l)<5 (7.4)

und alle zy, € [xp_1, 2], k=1,..., K gilt

K
x)dx — Z fze) (g — xp—1)| < €.
k=1

Bemerkung. Den Ausdruck S5, f(z1)(x) — 2,_1) nennen wir auch Riemann-Summe.

Beweis von Satz 7.1.10. Sei ¢ > 0. Wieder ist f nach Folgerung 4.3.6 und Satz 4.3.8 be-
schriankt und gleichméBig stetig. Zu € > 0 existiert nun wie oben d > 0, so dass

@) = F)| < g fiir lo —y| <8 2y € [a,b].

Mit einer Zerlegung nach (7.4) mit diesem 0. Mit Treppenfunktionen zu dieser Zerlegung wie
in (7.3) sowie einer weiteren Treppenfunktion

g(x) = f(zx), firzx€ |xp_1,2r), k=1,...,K, g¢g(b)= f(b),

m)d$—/abg(:c)dx g/abw(x)dm—/abgo(x)dxge.
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7.2 Integrationsregeln und der Mittelwertsatz der Integral-
rechnung

Satz 7.2.1 (Monotonie des Integrals). Seien f,g: [a,b] — R integrierbar und sei f < g.

Dann gilt
b b
/ f(x)dx §/ g(z)dx.

Beweis. Fiir ¢ € T[a,b], ¢ < f folgt auch ¢ < g. Damit gilt aber

/abf(x)dxzsup{/a @(x)dxisOET[a,b],(pgf}

b
§sup{/ab<p(fv)dw 1o €Tla,b], ¢ Sg} z/abg(fr)dw
O

Folgerung 7.2.2. Sei f: [a,b] — R integrierbar und seien m, M € R, so dassm < f(z) < M
fiir alle © € [a,b]. Dann gilt

b
m(b—a)g/ f(z)dx < M(b—a).

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 7.2.1 mit der Wahl g(z) = m, bzw. g(z) = M (mit
umgekehrter Ungleichung) fiir alle = € [a, b]. O

Satz 7.2.3 (Linearitit des Integrals). Seien f,g: [a,b] — R integrierbar, A\, u € R. Dann ist
auch die Funktion \f + pg: [a,b] — R integrierbar und es gilt

b b b
/ (Af + pg)(z)de = )\/ f(z) dx—l—,u,/ g(x)dx. (7.5)

Beweis. Seie > 0und seien ¢y, @4, ¥ 5, 1y Treppenfunktionen mit ¢ < f < ahy, g < g < 1)y
und fab yg(x)de— f; prglx)de < W Die Existenz dieser Treppenfunktionen ist durch
Satz 7.1.7 garantiert. Dann sind auch Apy + g und Aipy + prpy Treppenfunktionen und es
gilt

b b
Apptipg < Aftpug < Mpyp+upg  und / AMpp(2)+pthg (@) do— / Ap (@) +ppg(z) do <.

Somit folgt Integrierbarkeit wieder mit Satz 7.1.7.
Gleichung (7.5) folgt mit

b b b b b
)\/a f(a:)dx—i—,u/a g(a:)dz—eg/\/a apf(m)da:+,u/a gog(:c)da::/a Apg(x) + ppg(x) do
b
< [Of +ug)(e)da
b b b
< [ gla) + @) de = A [ vy@)de [ vy(e)do

b b
< [ p@)dop [ g o

Mit der Beliebigkeit der Wahl von € > 0 folgt die Behauptung. O
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Satz 7.2.4 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f: [a,b] — R stetig und g: [a,b] — R
integrierbar mit g > 0. Dann existiert xo € |a,b], so dass

/ ' fe)a(e) de = f(a0) / " o) da.

Bemerkung. Fiir g konstant Eins und f wie in Satz 7.2.4 ergibt sich Existenz von & € [a, b]
mit

b
i [ H@de= 7o),

Beweis von Satz 7.2.4. Wir setzen m = inf ¢ p) f(2), M = sup,¢[qp) f(2). Dann sind nach
Satz 7.2.3 die Funktionen mg, Mg integrierbar und es gilt mg < fg < Mg. Mit Satz 7.2.1
folgt

m/:g(x) dz < /abf(w)g(ﬂc) dz < M/abg(:r) dz

Falls ff g(z) dx ist g konstant Null und die Aussage ist trivial. Andernfalls gilt

1 /b
m< G——— [ f()g(x)de <M
f: g(z)dx Ja
und mit dem Zwischenwertsatz 4.3.1 folgt Existenz von zg € [a, b], so dass

1 b
f(zo) = m/a f(z)g(z) dz

und somit die Behauptung. O

Lemma 7.2.5. Sei g: [a,b] — R stetig mit g > 0. Falls ffg(:v) dx = 0 so folgt g konstant
Null.

Beweis. Angenommen es existiert zg € [a, b], so dass g(z¢) = ¢ > 0. Mit Stetigkeit von g folgt

Existenz von § > 0, so dass g(x) > § fiir [z —xg| < 6, 2 € [a,b]. Damit gilt aber ¢: [a,b] — R

$  fall — <9 b
¢(x):{2 alls |z = | ’xe[a’]gg(x) fir alle = € [a, b].

0 sonst
Somit gilt
b b c
/ g(z)dz > / p(x)dx > 6= > 0.
a a 2
Analog folgt die Aussage falls z¢ € [a,b] existiert, so dass g(zg) = ¢ > 0. O

Definition 7.2.6. Sei f: D — R mit D C R. Dann definieren wir den Positiv- und Negativ-
teil von f, geschrieben fi, f_: D — R durch

f+(x)={f<x) falle f(z) 2.0 f_(x):{[;f(ﬂﬂ) falls f(z) <0

0 sonst, sonst.
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Bemerkung. Es gilt

[N+, f=Fe—f- uwd [fl=Ffr+[f—.
Definieren wir ®: R — R,

o(r) = {7‘ falls > 0

0 sonst,

so folgt f+ =®o f, f- = ®o(—f). Die Funktion ® ist stetig und monoton und es gilt
0<®(r)—P(s) <s—r firr<s.
Somit folgt fiir f,g: D =R, f <g
0<g+—fr<g—f (7.6)

Proposition 7.2.7. Sei f: [a,b] — R integrierbar. Dann ist auch |f|: [a,b] — R integrierbar

mat X
/ f(z)dx

Beweis. Wie immer garantiert Satz 7.1.7 Existenz von Treppenfunktionen ¢ < f < 1 mit

fab Y(x)dr — fab p(r)dr <e.
Mit ¢ und 9 sind nun auch ¢4 und ¥4 und mit Gleichung (7.6) folgt vt < fi < 14 sowie

V4 — o4+ < Y4 — 4. Damit gilt aber

< [ 1w ar

[ [ eiwar< [vwar- [pwar<c

Somit ist f, nach Satz 7.1.7 integrierbar. Da f_ = f, — f ist mit Satz 7.2.3 auch f_ und
somit |f| = fy + f— integrierbar.

Die Abschitzung folgt, da
b b
:max{/ f(a:)da:,—/ f(x) da:}

b
/a f(z)dx
= maX{/abf(l‘)dx,/ab—f(l‘)dx} < /ablfl(x) da,

mit Satz 7.2.1da f <|[f| und —f <|f|. O

7.3 Integration und Differentiation

Satz 7.3.1 (Gebietsadditivitit). Sei f: [a,b] — R eine Funktion und sei ¢ € (a,b). Dann
ist f genau dann integrierbar iber [a,b] wenn f iber [a,xo] und iber [xo,b] integrierbar ist.

In diesem Fall gilt , .
[ t@ae= [T @t [ fw)an

Beweis. Folgt direkt durch Betrachtung entsprechender Treppenfunktionen und deren Ein-
schrankung auf die jeweiligen Teilintervalle. O
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Definition 7.3.2. Sei I ein abgeschlossenes Intervall mit Intervallgrenzen a, b, nicht notwen-
digerweise verschieden. Die Funktion f: I — R sei integrierbar, oder es gelte a = b. Dann
setzen wir

[P f@)de  falls @ <b,

/ f(z)dx = fb x)dx falls b < a,
falls a = b.

Bemerkung. Die integrale auf der rechten Seite sind als die bekannten Integrale iiber Intervalle
[a,b] bzw. [b,a] zu verstehen, mit der Definition haben wir nun aber auch integrale mit
vertauschten Grenzen bzw. zusammenfallenden Grenzen definiert.

Folgerung 7.3.3. Seien a,b,c € R, und die Funktion f: [min{a,b,c}, max{a,b,c}| sei auf
allen aus {a,b,c} erzeugbaren abgeschlossenen Intervallen integrierbar. Dann gilt

/abf($)dx+/bcf(m)dx—|—/caf(x)dx:

Beweis. Folgt direkt durch Permutation der Intervallgrenzen und Vorzeichenénderung durch
Definition 7.3.2 aus Satz 7.3.1 O

Satz 7.3.4 (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung). Sei f: [a,b] — R stetig. Dann
ist die Funktion F: [a,b] — R, gegeben durch

- /xf(f) a¢  firz € [a,],

differenzierbar und es gilt F'(x) = f(x) fiir alle x € [a,].

Beweis. Sei xg € [a,b]. Mit Folgerung 7.3.3 rechnen wir

0:/axf(x)dx+/:Of(x)dx—i—/w:f(x)dx:F(x)—F(mo)—/ﬂ:f(:c dz

Mit Folgerung 7.2.2 gilt

R - s < B [, e = =G
_]q:—aco\ / f(x) — f(xzo)dx
< sup — f(@o)l,
xe[(xaco)

wobei I(z,xy) das abgeschlossene Intervall mit Grenzen = und zy bezeichnet. Da f stetig ist,
konvergiert die rechte Seite gegen Null fiir x — x¢ und die Behauptung folgt. O

Satz 7.3.5 (Stammfunktion). Seien f,F wie in Satz 7.3.4. Dann sind fir G: [a,b] — R
dquivalent

1. F — G ist konstant auf |a,b],

2. G ist differenzierbar mit G' = f.
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In diesem Fall heiffit G Stammfunktion von f und es gilt

b
/ f(z)dz = G(b) — G(a) = G@)|2=% = [G@)E=t = [G]L.

Beweis. Falls F — G konstant, so folgt sofort Differenzierbarkeit von G mit (F — G)" = 0
also G’ = F' = f. Ist andererseits G’ = f, so gilt G’ = F’, also (F —G)' = 0. G — F ist damit
konstant nach Proposition 6.2.6. O

Beispiel. 1. Seien s € R, s # —1, 0 < a < b. Dann gilt

b 1 1
/ de = — bt — —— g5t
a 1+s 1+s

denn F(z) = lisx ist eine Stammfunktion von z°.

2. Fir0 < a < b ist

b1
/ —dz=Inb-Ina.
0 T

3. Es gilt
m
/ sinzdr =[—coslg =1+1=2.
0

Satz 7.3.6 (Substitutionsregel). Sei f: [a,b] — R stetig, ¢: [c,d] — R differenzierbar mit

¢([e,d]) C [a,b]. Dann gilt
w(d)
r)dr = dy.
/ e = )y

Beweis. Sei F': [a,b] — R eine Stammfunktion von f. Die Aussage folgt mit der Kettenregel,
Satz 6.1.7, dass
(Fop) =(Fop)p =(fop)

Damit ist (F o ¢) Stammfunktion von (f o ¢)¢’ und wir erhalten

©(d)
[ st )az = 7o it == Fiol@) - Flote) = [ L W
p(c
O
Beispiel. 1. Seien f: R — R stetig, a,b,a, 5 € R mit o # 0. Dann gilt
1 ab+,3
/ flat+p)d / flat +B) - adt = / f(t)dt,
@ Jaa+8
aufgrund von Satz 7.3.6 mit ¢(t) = at + 3, so dass ¢/(t) = a.
2. Sei [¢,d] C (—%,%). Dann gilt
d d / cosd
— 1
/ tanydy = / €5y dy = —/ —dz = —In(cosd) + In(cos c),
(& C Cosy cos ¢ x
wobei wir die Substitutionsregel aus Satz 7.3.6 mit 2 = ¢(y) und f(z) = L verwendet

haben und bemerken, dass cosy # 0 auf (—5, %)
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3. Mit der Transformation * = ¢(t) = sint, z € [0,1], also t = ¢~ (z) = arcsinuz,
te [0, %] rechnen wir

V1 — 22 =Vcos?t = |cost| = cost.

Es gilt ¢/(t) = cost, also mit Satz 7.3.6

1 11
/ V1-—22dx = /
0

3
cost-costdt:/ cos? t dt.
©=1(0) 0

Wegen cos 2t = cos®t — sin?t = 2cos?t — 1 ergibt sich

™

1 l1 71'1 . ™
/0 \/1—x2dx:/2 5(1+cos2t)dt:/o Z(1+coss)ds:%+[%]0:z

0

Satz 7.3.7 (Partielle Integration). Seien f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

/f z)dz = [fg]” /f

Beweis. Nach der Produktregel, Satz 6.1.6 Punkt 2, gilt (fg)' = f'g + ¢'f, und somit ist fg
eine Stammfunktion von f’g + ¢’ f. Der Rest folgt mit einfacher Rechnung. O

Beispiel. 1. Sei 0 < a < b. Dann gilt

b b b
1
/lnxdxz/ 1~ln:cda:=[:clnx]g—/ z=dz = [z(lnz — 1)]%.

X

2. Fiir a,b € R gilt

b b
/ sin® x dzr = / sinz - sin® z dz
a a

b
=[—cosx-sin2:r]2—/ —cosx - (2sinx - cosx) dx
a
b
= [~ cosz - sin® z]” +2/ sinz - (1 —sin’® z) dz
a

b
= [~ cosz -sin?z — 2cosz]® 2/ sin® z dz
a

b
/ sin® zdz =
a

7.4 Uneigentliche Integrale

Damit folgt

—cosx -sin?z — 2cosx]®.
a

Ll =

Definition 7.4.1. 1. Sei I = [a,b), b € RU {400}. Dann heifit f: I — R uneigentlich
integrierbar tiber I, falls f fiir jedes xg € I iiber [a, x| integrierbar ist und der Grenzwert

;}3% /:O f(x)dx = /If(:c) dz
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2. Sei I = (a,b], a € RU{—0c0}. Dann heifit f: I — R uneigentlich integrierbar iiber I,
falls f fiir jedes xo € I iiber [xg,b] integrierbar ist und der Grenzwert

lim f dm—/f

20 \@ ©o
existiert.

3. Sei I = (a,b), a € RU{—o0}, b € RU{+00}. Dann heifit f: I — R uneigentlich
integrierbar tiber I, falls ein xy € I existiert, so dass f iiber (a,zo] und tiber [zg,b)
uneigentlich integrierbar ist. Wir schreiben in diesem Fall

/I F@)de = /(a’xo} F(@)dz+ /[xo,w f(z)dz.

Bemerkung. Wegen Satz 7.3.1 hangt weder Integrierbarkeit noch Wert des Integrals von der
Wahl von zg ab.
Beispiel.

Wir betrachten f: [1,00) — R, f(z) = 2°, s € R. Dann ist f fiir alle z € R auf [1, 2]
integrierbar und fiir alle s # —1 gilt

1 1
s+11% s+1
/f 1+s[x ]1 s+1° 1+s

Damit ist f fiir alle s < —1 uneigentlich tiber [1,00) integrierbar und fiir kein s > —1
uneigentlich iiber [1,00) integrierbar.
Fiir f: [1,00) = R, f(z) = 1 bekommen wir

/f =[In]] =lnz - oo fir z — o0

keine uneigentliche Integrierbarkeit fiir f iiber [1,00).

Analog dazu bekommen wir, dass f: (0,1] — R, f(z) = 2°, s € R genau dann uneigentlich
iiber (0, 1] integrierbar ist, wenn s > —1 mit

! 1
/a:sdxz .
0 8+1
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Kapitel 8

Reihen redux

8.1 Potenzreihen

Satz 8.1.1 (Integralvergleichstest). Sei f: [1,00) — R monoton fallend und nichtnegativ.
Dann konvergiert die Reihe Y oo, f(k) genau dann, wenn [° f(z)dz konvergiert.

Beweis. Fir k> 2,z € [k — 1,k] gilt f(k) < f(z) < f(k — 1). Durch Integration folgt

k n—1

FR) < [ Fayde < f(k—1) also Zf < [ f@yde <Y o),

k-1 k=1

Konvergiert das Integral, so sind die Partialsummen nach oben beschréankt und die Reihe kon-
vergiert nach Satz 2.1.9. Ist die Reihe konvergent, so ist das Integral eine monoton wachsende,
nach oben beschrinkte Funktion der oberen Grenze, also ebenfalls konvergent. U

Beispiel (die Reihen Y 72, k*). Fir a < 0 ist die Funktion f(x) = x® nichtnegativ und
fallend auf [1,00). Das Integral floo x® dx konvergiert genau fiir o« < —1, siche Abschnitt 7.4.
Somit konvergieren auch die Reihen genau fiir o < —1.

Mit die einfachsten Funktionen, die wir kennen, sind die Polynome. Es ist naheliegend, neue
Funktionen als Grenzwerte von Folgen bzw. Reihen von Polynomen zu suchen. Dies fithrt auf
den Begriff der Potenzreihe.

Definition 8.1.2 (Potenzreihen). Eine (reelle oder komplexe) Potenzreihe ist eine Reihe der
Form

o
x) = Zakmk mit a; € R bzw. a; € C..

fir x € R bzw. z € C.

Fiir jedes x € R haben wir eine Reihe von reellen Zahlen. Die Frage ist, fiir welche = die
Reihe konvergiert. Es ist immer P(0) = ag, aber schlimmstenfalls divergiert die Reihe fiir alle
x # 0, dann ist sie natiirlich nicht von Interesse. Ein Beispiel ist Y >  n"z" (verwende den
Nullfolgentest). Als anderes Extrem kann die Reihe fiir alle € R konvergent sein, wie bei
Yoro %’:, der Exponentialreihe. Ein anderes Beispiel ist die geometrische Reihe Y 3% , 2%, die
genau fiir x € (—1, 1) konvergiert. Allgemein kann die Menge der z, fiir die eine Potenzreihe
konvergiert und damit eine Funktion definiert, wie folgt charakterisiert werden.
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Satz 8.1.3 (Konvergenzradius). Zu jeder (reellen oder kompleren) Potenzreihe P(x) =
S o akz® gibt es genau ein R € [0,00) U {oc}, den Konvergenzradius, mit folgender Ei-
genschaft:

_ absolut konvergent  fiir |z| < R,
P(z)ist ¢
divergent fir |z| > R.

Bemerkung. Fiir |x| = R ist keine allgemeine Aussage moglich.
Beweis. Die Eindeutigkeit von R ist klar. Zur Existenz definieren wir
R = sup{|z| : P(x) konvergiert} € [0, o0].

Fiir || > R ist dann offensichtlich P(x) divergent. Sei nun |z| < R, also P(xg) konvergent
fiir ein x¢ mit || < |zo|, also ¢ = |z|/|zo| < 1. Nach Satz 3.1.4 geht |az||zo|* gegen Null, also
gibt es ein M € [0,00) mit |ag||zo|¥ < M fiir alle k. Es folgt

k
X
|ak| |2* = |ak| |zol* Jal < Mdk.
|0

Die geometrische Reihe 77 q"* konvergiert, also folgt absolute Konvergenz aus dem Majo-
rantenkriterium, Satz 3.1.9. O

Innerhalb des Konvergenzradius |z| < R definiert eine Potenzreihe P(z) = S°7°  axz” eine
Funktion. Es stellt sich sich die Frage, ob P(z) differenzierbar ist und wenn ja, ob wir P’(z)
durch gliedweise Differentiation berechnen kénnen, also ob gilt

d D oo d o
— ak — = ka7

Bisher haben wir nur Punktweise Konvergenz der durch die Potenzreihe auf || < R definier-
ten (Polynom-)Funktionenfolge P, (z) = >} _, apx® gezeigt. Dies ist — wir wir bereits gesehen
haben — nicht einmal fiir Stetigkeit der Funktion im Grenzwert hinreichend. GleichméBige
Konvergenz hingegen wiirde zumindest Stetigkeit von P innerhalb des Konvergenzradius zei-
gen (Satz 4.3.11).

Es gilt in diesem Fall noch mehr. Wir betrachten ab sofort wieder den reellen Fall, nachdem
Ableitung und Integral komplexer Funktionen noch nicht bekannt sind.

Satz 8.1.4 (Vertauschung von Konvergenz und Integral). Seien f,: [a,b] — R integrierbar.
Falls die f,, gleichmifSig gegen f: [a,b] — R konvergieren, so ist f integrierbar und es gilt

/ab f(x)dx = nh_)r{)lo /ab fn(x)dz

Beweis. Die Integrierbarkeit von f folgt mit dem iiblichen Argument: Sei zunéichst € > 0 und
n € N so, dass sup,e(q 4 [ fn(z) — f(2)] < a7 Selen nun ¢ < fn < 1 Treppenfunktionen
deren Integrale sich um weniger als § unterschelden Dann gilt p— (b = <f< w+2(b ES)
und die Integrale von ¢ — =) 2 a) 5 und ¢ + )2 ) —5 unterscheiden sich um weniger als e.
Integrierbarkeit folgt mit Satz 7.1.7.
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Die Standardabschétzung des Integrals, siehe Proposition 7.2.7, liefert

/abfn(a:)dx - /abf(:r) dx

fiir n — oo. O

b
/ (Ful) — f(2)) dz| < sup |fulz) — F(@)|(b—a) = 0

z€la,b]

Satz 8.1.5 (Vertauschung von Konvergenz und Ableitung). Sei I C R ein Intervall und seien
fn: I — R stetig differenzierbar mit f,, — f punktweise auf I. Falls die Folge der Ableitungen
11 gleichmdfig gegen eine Funktion g konvergiert, so ist f stetig differenzierbar mit f' = g.

Beweis. Fiir g € I gilt nach Satz 7.3.4, dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung,

fn(z) = falzo) + /x fr(&)d¢  fiir alle 2 € 1.

Da f] gleichmiflig gegen g konvergiert, folgt nach Satz 8.1.4 mit n — co
xX
f(z) = f(xo) +/ g(&)d¢  fiir alle z € 1.
o
Die Funktion g ist stetig nach Satz 4.3.11, also folgt wieder mit dem Hauptsatz f' =g. O
Wir kommen jetzt auf die Potenzreihen zuriick. Bevor wir die Sétze anwenden kénnen, miissen

wir die Frage der Gleichmé#Bigkeit der Konvergenz kliren. Sei P(x) = >3, axz"® eine Po-
tenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Es gilt

o0 n
P(z) — Py(x) = Z apz®  mit P,(z) = Z apzt.
k=n+1 k=0

Wir schétzen wie in Satz 8.1.3 ab. Fiir o < R wéhle r € (o, R), also ¢ = o/r < 1. Da P(r)
konvergiert, gilt |ax|r¥ < M fiir alle k. Es folgt fiir n — oo

G k = k(O\F - k Mq™+!
swp [P(@) = Pafw)l £ 3 lalef = 0l (2) =m0 3T gF = 0
z€[—0,0] k=n+1 k=n+1 k=n+1 4

fiir n — oo.

Satz 8.1.6. Eine Potenzreihe P(z) = Y 5o axx® konvergiert auf jedem Teilintervall [—o, o]
gleichmafsig, und P(x) ist stetig auf (—R, R).

Beweis. Gleichméflige Konvergenz wurde soeben gezeigt, Stetigkeit folgt mit Satz 4.3.11, da
Polynome stetige Funktionen sind. O

Um die Ableitung einer Potenzreihe zu bilden, brauchen wir eine Hilfsaussage.

Lemma 8.1.7. Sei P(x) = > 72, axz”® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € [0, 00) U
{+00}. Dann hat die formal differenzierte Reihe

Qz) = Z kagaz" 1.
k=1
denselben Konvergenzradius R.
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Beweis. Da |agz®| < |kapx*~Y| - |z| fiir & > 1, hat Q(x) hochstens Konvergenzradius R.
Zu r € (0,R) gibt es ein M € [0,00) mit |ag|r* < M, da P(r) konvergiert. Es folgt fiir
0 < |z| <r, also ¢=|z|/r €(0,1),

k k
_ ag|r T M
el laft =t = 20 (1)< Mg

Da Ing < 0, konvergiert das Integral der Funktion f(s) = sq¢® = se*"? auf [0,00) (mit
partieller Integration). Also ist die rechte Reihe konvergent nach Satz 8.1.1, und Q(x) ist
absolut konvergent fiir |z| < R. O

Satz 8.1.8 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen). Eine Potenzreihe P(z) = Y r, arz® mit
Konvergenzradius R > 0 ist auf dem Intervall (—R, R) differenzierbar, und die Ableitung
kann gliedweise berechnet werden, also

(e}
= Z kagx*='  fir alle x € (—R, R).

Beweis. Die Funktionen P,(z) = Y _,axz" konvergieren auf (—R, R) punktweise gegen
P(z), und nach Lemma 8.1.7 und Satz 8.1.6 konvergieren die P,, gleichm#fig auf jedem Teilin-
tervall [—p, o] C (=R, R) gegen die stetige Funktion Q: (—R, R) —» R, Q(z) = > 7, kajgzk1.
Die Behauptung folgt aus Satz 8.1.5.

O
Beispiel. 1. Fir z € (—1,1) gilt die Reihendarstellung
o0 - 22 3
Z gk = ? + ? -+
k=1
Es gilt In(1 +2)’ = (1 +2)7t = 332 (=1)*z” fir z € (—1,1) (geometrische Reihe
fir = = —x). Die Reihe konvergiert glelchmaﬁlg auf [0, z], also kénnen wir Satz 8.1.4

anwenden:
_ k 1)k R N G A
ln(1+x)—/0 1+§ / ek de = Z /Ogdg_;Tx

2. Ahnlich zeigen wir fiir z € (—1,1) die Reihenentwicklung

o
—1)F 2k+1 ad P
x =r——+—-——+....
3 5

tan~! z = arctanz =
k=0
Wir rechnen arctan’(z) = 1+122 S o(=1)*2%  und es folgt mit Satz 8.1.4

oo

_ [ 2k Yok e (=D* o
arctan x = /01+£2£ / f d¢ = Z /f dg_k202k+1$ +1
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8.2 Die Taylorreihe

Satz 8.2.1 (Taylorentwicklung). Sei f € C**(I) fiir ein k € Ny und ¢ € I. Dann gilt

s =31

k
Jj=0

(4) ,
j('fb“o) (x —x0)! + Ri(z) firazel,

wobei das Restglied Ry(x) folgende Darstellungen besitzt:

Rix) = & [ @-u)F f ) dy  (Cauchy) (81)
= %(w — x0)** fiir ein € € [xo,x]  (Lagrange).

Beweis. Wir zeigen erst (8.1) durch Induktion iiber k£ € Ny. Der Fall £ = 0 folgt aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Ro(x) = f(z) — f(zo) = / " Py dy.

Der Induktionsschritt ist beruht auf partieller Integration, und zwar gilt fiir £ > 1

(k) (4
Rip(z) = Rk_l(a:)—f k(, 0)(%;;;0)’6

@ ®) (
— oy [ e O way - T

r— )" o : ®)(
= (k—ll)[ [_( ky) f(k)(y)] —i—% (z — )k FED(y) dy — fT(!O)(x—

Y=x0 o

1 xT
= (z —y)* FED (y) dy.
1/,

Die Lagrangedarstellung folgt hieraus mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung, Satz
7.2.4. Sei zum Beispiel z > ¢, dann gilt fiir ein £ € [z, 2]

Rk($> _ f(k+1) (é) /w(x _ y)k dy = f(]H—l) (5) (.%' _ l’o)k+1.

! i (k+1)!
O
Beispiel. Betrachte fiir z € (—1, 1) die Funktion f(z) = (1 — 2)~'/2, mit Ableitungen
1
Fla) =50 -2 wmd @) =202

Es gilt f(0) =1 und f/(0) = 1/2, also lautet das Taylorpolynom der Ordnung Eins in xy = 0

Pi(z) = f(0) + f/(0)x = 1+ oa,

2
mit der Lagrange-Restglieddarstellung
1
Ri(z) = fT(g)zQ = %(1 —&)75242  fiir ein € € [0, z].
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Als Anwendung erhalten wir fiir die relativistische Energie eines Teilchens mit Ruhemasse
mo und Geschwindigkeit v, wenn wir 5 = v/c setzen,

2 1 1 1
LU moc? (1 + 552 + fT(E),34> = moc® + §m0v2 + AE.

N

Dabei ist der erste Term die Ruheenergie und der zweite die klassische kinetische Energie. Fiir

den relativistischen Korrekturterm ergibt sich aus der Restglieddarstellung die Abschéitzung
AE
Ekin

F1(6)B: < F(BHB? < 0.008 fiir B < 0.1.

Bei Geschwindigkeiten v < 1—100 betréigt die relativistische Korrektur weniger als ein Prozent
der klassischen kinetischen Energie.

Definition 8.2.2. Fiir f € C°°(I) und z¢ € I heifit die Reihe

Taylorreihe von f mit Zentrum xg.

Bemerkung. Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe, wenngleich mit Zentrum x( statt dem Null-
punkt. Wir kénnen aber alle Aussagen zur Konvergenz anwenden. Nach Satz 8.1.3 gibt es ein
R € [0,00], den Konvergenzradius, so dass die Reihe fiir |z — 29| < R absolut konvergiert,
fiir |x — x9| > R dagegen divergiert. Es ist nun naheliegend zu vermuten, dass die Reihe auf
(=R, R) gegen f(z) konvergiert. Das ist im allgemeinen aber falsch, zum Beispiel kann man
zeigen, dass folgende Funktion in C*°(R) ist:

Fz) = {6_% firxz >0

0 firz <0

Offenbar ist fU )(0) = 0 fiir alle j, und somit sind alle Taylorpolynome Null, die Taylorreihe
liefert die Nullfunktion und nicht die Funktion f(x).

Satz 8.2.3 (Darstellbarkeit durch die Taylorreihe). Sei f € C°°(I), und P(x) sei die Tay-
lorreihe von f(x) mit Zentrum xo € I. Fir jedes x € I gilt dann

f(x) = P(z) genau dann wenn klim Ry(x) = 0.
—00

Beweis. Wegen f(x) — Py(z) = Ri(x) ist die Aussage trivial. O

Bemerkung. Wird die Funktion f(z) auf (vo — d,20 + ¢) durch eine Reihe 372 a;(z — x0)’
dargestellt, so hat diese Reihe Konvergenzradius mindestens § > 0 und kann auf (xg—d, xg+9)
gliedweise differenziert werden nach Satz 8.1.8. Somit ist f(x) auf (zg — d, ¢ + §) unendlich
oft differenzierbar, und es folgt

) =

dxzk
=0

f(k) (z0) =

a;(x — 20)? | 2=z, Z a;(x — 20)! |p=z = Klay.

Die darstellende Reihe muss also die Taylorreihe sein. Funktionen f: I — R, die in der Nihe
jedes Punkts xg € I durch ihre Taylorreihe dargestellt werden, nennt man (reell-) analytisch.
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Mit der Taylorreihe leiten wir nun einige wichtige Reihenentwicklungen ab.

Beispiel. 1. Fiir die Funktionen cos x und sin x gilt
_1\k G ‘ _1\k s
costi)(0) = (=1)*  fir j =2k sin@) (0) = (-1)* firj=2k+1
0 fir j=2k+1 0 fiir j = 2k.

Daraus folgen die Taylorentwicklungen, fiir geeignete & € [0, z],

R e S (2n+2) gt
cost = kZO T O o argy L
: N G S A TR N P O
sinz = kg_o (2k+1)!x + sin (&) R

Da z¥/k! — 0 mit & — oo, gehen die Restglieder mit n — oo gegen Null. Also folgen
die Reihendarstellungen

_ = (_1)k 2k _ q 932j: fiir all R
cosT = Z(%)!x =l-or £ iir alle z € R,
k=0
0
: _ (=DF o z? 3}
sinx = me —x—ai... fiir alle x € R.
k=0

Dies kann mit Satz 5.3.7 verglichen werden.

2. Wir betrachten fiir & € R die Funktion f(z) = (1 4+ z)®. Im Fall « = n € Ny gilt nach
dem Binomischen Lehrsatz

flx) = Z <Z> ¥ fiir alle z € R.
k=0

Ab jetzt sei a € R\Np. Dann gilt f*)(0) = a(a—1)...(a —k+1) (1 4+ z)*F £ 0 fiir
k € Ny, also ist die Taylorreihe von f(x) mit Zentrum xy = 0 die Binomialreihe

-1
Ba(z) :Z (Z)xk = 1+ozx+%x2+....
k=0
Um den Konvergenzradius der Reihe zu bestimmen, berechnen wir fiir die Glieder
ar = (i) 2"
—k
@41 = [ ’|ac| — |z| fir k — oo.
]ak] k+1

Das Quotientenkriterium Satz 3.1.10 liefert also den Konvergenzradius R = 1. Die Frage
ist nun, ob die Funktion f(x) auf dem Intervall (—1,1) durch die Reihe dargestellt wird.
Da die Abschitzung des Restglieds etwas kompliziert ist, vor allem im Fall x < 0, gehen
wir anders vor und berechnen auf (—1,1) mit Satz 8.1.8 die Ableitung

Bl (z) = g:ac +1) (k‘j‘_ 1)xk = i(k + 1)2‘ - ’f (Z)xk = aBu(z) — B (),

0 k=0
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«a
1+

(9B2)/(2) = ¢/(2) Ba() + 9(x) Bi(a) = 9(a) Ba(@) ( ~ 15 + 1) =0

das heiit B/, (z) = By, (z). Es folgt mit g(x) = (1 +2)~ ¢

Wegen B, (0) = 1 = f(0) ergibt sich die folgende Darstellung (Newton 1665)

[e.9]

(1+2z)*= Z (Z) a*  fiir alle z € (—1,1). (8.2)

k=0

Oft wird die Néherung (1 + 2)* ~ 1 + ax fiir |z| < 1 benutzt, siehe das Beispiel zur
Relativitét oben.

71



