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Aufgabe 1 (Haufungspunkte) (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Die Zahl a ist Hiufungspunkt der Folge (a,)nen-
(ii) Fir alle € > 0 und alle N € N existiert ein n > N mit |a, — a| < e.

(iii) Fir alle € > 0 enthélt die Menge {n € N : |a,, — a|] < €} unendlich viele Elemente.

Aufgabe 2 (Cauchy-Folgen und Vollstindigkeit) (4 Punkte)
Wir zeigen, dass aus Konvergenz jeder Cauchy-Folge die Vollstdndigkeit von R folgt. Diese beiden
Bedingungen sind also dquivalent. Wir nehmen dazu an, dass jede Cauchy-Folge (a,)nen an € R fir alle
n € N gegen einen Limes a € R konvergiert. Dadurch konstruieren wir das Infimum einer beschrankten,
nicht leeren Teilmenge A C R.

Wir starten mit a; als einer beliebigen unteren Schranke von A und b1, einem beliebigen Element von
A. Dann wenden wir einen Bisektionsalgorithmus an: Fiir gegebene a,,b, € R, n € N sei ¢, = %.
Falls ¢, eine untere Schranke von A ist, so setzen wir a,411 = ¢p, bnt1 = by, falls nicht setzen wir
Upt1 = Ap,bpi1 = cp.

(i) Zeigen Sie, dass sowohl a,, als auch b,, Cauchy-Folgen sind.
(ii) Zeigen Sie, dass lim;,, o0 @y, = limy, 500 by, = @
(iii) Zeigen Sie, dass x = inf A.
Aufgabe 3 (Abschitzungen fiir Reihen) (4 Punkte)

Seien (ag)ren und (bg)ren Folgen. Zeigen Sie

(i) Falls 0 < ay, < by, fiir alle £ € N und > 72, by konvergiert, so konvergiert auch Y 72, aj und es
gilt 0 <3772, ar <3752 be
(ii) Falls ay > by fiir alle k € N und Y72 by = +oo gilt auch Y 72, ap = +o00

Aufgabe 4 (Wurzel 2) (4 Punkte)
24+ ay,

+ an

Durch a1 :=1 und an41 := fiir alle n € N wird eine Folge (a,,)nen definiert. Beweisen Sie die

folgenden Aussagen.

(i) Es gilt a,, > 1 fiir alle n € N.
(i

) Es gilt |ant2 — anti1| < i |an+1 — ay| fur alle n € N.
(iii) (@n)nen ist eine Cauchyfolge.
)

(iv) (@n)nen ist konvergent mit Jim_a, = V2.
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