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Aufgabe 1 (Gleichmäßige Stetigkeit) (4 Punkte)
f : R → R sei stetig mit limx→−∞ f(x) = 0 = limx→∞ f(x). Beweisen Sie folgende Aussagen.

(i) f nimmt sein Maximum oder Minimum an.

(ii) f ist gleichmäßig stetig.

Hinweis: Verwenden Sie jeweils den Satz vom Minimum und Maximum stetiger Funktionen auf abge-
schlossenen Intervallen auf einem geeigneten Intervall.

Aufgabe 2 (Gleichmäßige Konvergenz) (4 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass gleichmäßige Konvergenz einer reellen Funktionenfolge (fn)n∈N, fn : D → R
gegen f : D → R äquivalent ist zu, dass ||fn − f ||∞ = supx∈D |fn(x) − f(x)| eine Nullfolge
definiert.

(ii) Zeigen Sie, dass ||f ||∞ die Eigenschaften einer Norm erfüllt, d.h.

a) Es gilt ||f ||∞ ≥ 0 für alle f : D → R und ||f ||∞ = 0 genau dann wenn f konstant auf die
Null abbildet (Positiv Definitheit).

b) Für alle λ ∈ R gilt ||λf ||∞ = |λ| ||f ||∞ (Homogenität).
c) Für alle f, g : D → R gilt ||f + g||∞ ≤ ||f ||∞ + ||g||∞ (Dreiecksungleichung).

Aufgabe 3 (Konvergenz der Exponentialreihe) (4 Punkte)
Zeigen Sie dass die Exponentialreihe (expn)n∈N, expn : R → R, expn(x) =

∑n
k=0

1
k!x

k auf abgeschlosse-
nen Intervallen gleichmäßig konvergiert.



Aufgabe 4 (Schöne Feiertage!) (4 Punkte)
Sei P0 das gleichseitige Dreieck mit Seitenlänge 1. Wir definieren die Polygone Pn rekursiv wie folgt:
Pn+1 entsteht aus Pn , indem jede Kante des Polygons gedrittelt wird, auf dem mitteleren Drittel
ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenlänge gleich dem mittleren Drittel gesetzt wird und dann dieses
mittlere Drittel gelöscht wird.

Sei ln der Umfang des Polygons Pn und An der Flächeninhalt des Polygons Pn .

(i) Bestimmen Sie ln und zeigen Sie, dass limn→∞ ln = ∞ gilt.

(ii) Bestimmen Sie An − An−1 . Zeigen Sie, dass An für n → ∞ konvergiert.
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