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Aufgabe 1 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass σ(E) eine σ-Algebra ist mit

σ(E) :=
⋂

{ A | A ist σ-Algebra in X mit E ⊂ A }

für ein Mengensystem E ⊂ P(X).

Aufgabe 2 (2+2 Punkte).
(a) Seien X ̸= ∅ eine Menge, (Y, C) ein messbarer Raum, und f : X → Y eine Abbil-

dung. Zeigen Sie, dass das Urbild f−1(C) eine σ-Algbera ist.
(b) Sei X eine beliebige Menge und seien Ei ⊂ P(X), i ∈ I, Mengensysteme. Zeigen

Sie, dass dann gilt

σ

(⋃
i∈I

Ei

)
= σ

(⋃
i∈I

σ(Ei)
)

.

Aufgabe 3 (2+2 Punkte). Sei X eine Menge.
(a) Zeigen Sie, dass

A := { A ⊂ X | A oder X \ A ist abzählbar }
eine σ-Algebra ist.

(b) Zeigen Sie, dass A die von
M := { A ⊂ X | A ist endlich }

erzeugte σ-Algebra ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei X eine Menge und ω : X → [0, ∞) eine beliebige Funktion.
Zeigen Sie, dass

µ(A) :=
∑
x∈A

ω(x)

ein Maß auf P(X) ist. Da X überabzählbar sein darf, ist die unendliche Summe wie folgt
definiert: ∑

x∈A

ω(x) = sup
{ ∑

x∈K

ω(x)
∣∣∣∣∣ K ⊂ A ist endlich

}
.

Dies geht nur, da ω nicht-negativ ist.


