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Aufgabe 1 (4 Punkte + 4 Bonuspunkte).

(a) Seien f ∈ Lp(X) und g ∈ Lq(X), wobei p, q ∈ (1, ∞] und 1
p + 1

q = 1.
Zeigen Sie die Hölder-Ungleichung, das heißt fg ∈ L1(X) und

∥fg∥L1(X) ≤ ∥f∥Lp(X)∥g∥Lq(X).

Folgern Sie daraus nun die Interpolationsungleichung, das heißt für f ∈ Lp(X) ∩
Lq(X) mit p, q ∈ [1, ∞] und θ ∈ [0, 1], gilt

∥f∥Lr(X) ≤ ∥f∥1−θ
Lp(X)∥f∥θ

Lq(X),

wobei 1
r

:= 1−θ
p + θ

q .
(b) Untersuchen Sie die Inklusionshierarchie der folgenden Räume

• Lp(X) und Lq(X) für 1 ≤ p ≤ q und µ(X) < ∞.
• Gilt obige Aussage auch falls µ(X) = ∞?
• ℓp und ℓq für 1 ≤ p ≤ q wobei ℓr := Lr(N, P(N), δ).

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Zeigen Sie, dass für 1 ≤ p < ∞ C∞

c ((a, b)) dicht in Lp((a, b)) liegt, wobei

C∞
c ((a, b)) := { ϕ ∈ C∞ | supp ϕ ist kompakte Teilmenge von (a, b) }.

Gehen Sie dafür wie folgt vor:
1. Zeigen Sie, dass der Raum der Treppenfunktionen mit kompaktem Träger

T := { ϕ ∈ lin{χA : A ∈ B((a, b))} | supp ϕ ist kompakte Teilmenge von (a, b) } dicht
in Lp((a, b)) liegt.

2. Zeigen Sie nun, dass C∞
c ((a, b)) dicht in T liegt. Verwenden Sie dafür einen geeigneten

Glättungskern wie in Aufgabe 3, Blatt 9.
3. Kombinieren Sie die beiden vorherigen Aussagen, um die Dichtheit von C∞

c ((a, b)) in
Lp((a, b)) zu zeigen.

Hinweis: Die Absolutstetigkeit des Integrals kann hilfreich sein.
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Aufgabe 3 (4 Punkte).
Für a > 0 betrachten wir die Funktionenfolge

δa(x) := 1√
πa

exp
(

−x2

a2

)
∈ L1(R).

(a) Zeigen Sie, dass δa(x) a→0→ 0 λ-fast überall.
(b) Bestimmen Sie ∥δa∥L1 für alle a > 0 und diskutieren Sie, warum (δa) ⊂ L1(R) nicht

gegen 0 konvergiert.
(c) Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten von∫ ∞

−∞
δa(x)ϕ(x) dx für alle ϕ ∈ C∞

c (R).

Aufgabe 4 (4 Punkte).
Sei I ⊂ R ein Intervall und f ∈ L1(I). Zeigen Sie, dass gilt

lim
t→∞

∫
I

f(x) exp(itx) dx = 0.


